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I. Questions préliminaires

1. Restriction d’un endomorphisme diagonalisable & un sous-espace stable. Puisque W
est stable par h, hjy est un endomorphisme de W.
On utilise le théoreme suivant:

Théoréme. Soit h € L£(V). L’endomorphisme h est diagonalisable si et seulement s’il existe
P € K[X] scindé sur K ayant toutes ses racines simples tel que P(h) = 0.

Soit P un tel polynéme annulant h. Il annule donc aussi 'endomorphisme Ay, qui est donc
diagonalisable d’apres I'implication réciproque.

2. Un invariant matriciel.
2a. Si M et M’ sont semblables, il existe une matrice P € G L, (K) telle que M’ = P~'M P. Mais
alors

VkeN, M"*=plumkp

Les matrices M'* et M* sont donc semblables. Elles ont méme rang et les dimensions de leurs
noyaux sont identiques. Ce qui implique directement que

Op(M) = 0p(M')

2b. Soit k € [0,r — 1]. La matrice J* posséde des 1 sur la kéme diagonale inférieure i.e.

0 sinon.

1 sii—j—k,
(Jf)ij_{
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k1
Jk = )
L
0 1
- 1 -
k
et on a

Vk>r, JF=

T

En particulier Vk € [0,7], rang(JF) =r — k.
On peut donc calculer en appliquant le théoréme du rang,

Vk e [0,r —1], 6k(J;) = —dimker J¥~! + 2dimker J* — dim ker J*+?
=—(r—(r—-k+1)+20r—(r—k)—(r—(r—k—1))
=0

Ensuite,
6-(J,) = —dimker J' ! 4 2dim ker J7 — dim ker J/ !
=—(r—=1)+2r—r
=1
et finalement
Vk>r+41, 6,(J,) = —dimker J*~1 + 2dimker J* — dim ker J*!
= —dimker 0 + 2dimker 0 — dim ker 0
=-—r+2r—r
=0

2c. Soit M = diag(My, M) € GL,(K), ot n =m +I:

M 1 0 taille m

/|

0 M, taille I
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Considérons I'isomorphisme

Xo
Soit
_ Xl n
X = {XJ eR
XekerM & MX =0
My Xq|
& {MQXJ =0
& Xq € ker My N Xy € ker My
< X € p(ker My x {0}) @ ¢({0} x ker My)
On a donc
ker M = @(ker My x {0}) & ¢({0} x ker M>)
par suite,
dim ker M = dim p(ker M7 x {0}) + dim ¢({0} x ker M>)
Or

p(ker My x {0}) = ker M
©({0} x ker My) = ker Mo

On peut donc conclure
dim ker M = dim ker M7 + dim ker My

Alternativement, on peut remarquer que rang(M) = rang(M;) + rang(Ms) en interprétant le
rang d’une matrice comme la dimension de I’espace engendré par ses colonnes. Ce qui redonne
I’égalité

n —dimker M = m — dimker M7 + [ — dim ker M»
& dim ker M = dim ker M7 + dim ker M

Soit k£ € N. On remarque que
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M* = diag(MF, M5)

M k 0 taille m

0 MFE taille I

. PN l
En appliquant ce qui précede, "

dim ker M* = dim ker MF + dim ker M~
ce qui donne le résultat attendu

6k (M) = 6 (My) + 0x(M2)

II. Algebre linéaire sur les polynémes de Laurent
3. L’application linéaire get I’endomorphisme ¢.

3a. Posons

k=—p
On a
q+1
XF= 3 fraX"
k=—p+1

k=—p+1
— TI(XF)

E(TI(F)) = (F)
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3b. Par linéarité, il suffit de démontrer le résultat pour P = X™, n € N.
Posons

—1
F=)Y fiXxfeD
k=—p

donc
-1
X"F = Z frXktn e D
k=—p

Appliquer 2 consiste a multiplier par X puis tronquer les puissances de X positives. Un peu de
réflexion montre alors que

= II(X"F) (1)

Ce résultat se montre aussi par récurrence en utilisant la question précédente.
Ces égalités sont valables V(p,n) € N* x N en prenant la convention habituelle qu'une somme
vide est nulle:

J
> up=0sij<i
k=i
Généralisons & un polynéme quelconque P = >} apX k.
n
PE)(F) = axl"(F)
k=0

= Zn: arII(X*F)

k=0

=I(F zn: arX")
k=0
P()(F) = 1(FP)

4. Image et noyau des puissances de &. Soit j € N*. On a £"(X /™) = X/ ce qui montre
que £"(D) = D.
Puis d’apres 1’égalité 1,
E'F)=0<1I(X"F)=0
< X"F e CX]
s F e VeCt(Xij)je[[l’nH

ker " = vect(X_j)je[[Ln]]
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5. Sous-espaces cycliques. Soit D,un sous espace stable par ¢ contenant X 7.

Vke[o,r—1], X "th=¢kx)
ce qui montre que
D’r‘ = VeCt(Xij)jEHLrﬂ C ,157‘

De plus on a

&(Dy) = Dy—y = vect(X ) jepn o1y C Dy

avec la convention Dy = {0}.
Cela montre que D, est le plus petit sous espace vectoriel de D stable par £ contenant X ~". La
matrice de la restriction de £ a D, dans cette base est la matrice J,.

ITI. Prolongements compatibles

6. Prolongement compatible avec u donné par un vecteur.

6a. 0 J et
V(P,Q) e J% (P-Q)(u)(v)=P(u)(v) - Qu)(v) € W

montre que (J,+) est un sous-groupe de (C[X], +).
Soit (P,Q) € J x C[X].

car W est stable par u et donc par Q(u). Ainsi PQ € J.
J est un idéal de C[X].

6b. wu étant nilpotent, on peut trouver n € N tel que u™ = 0, ce qui signifie que u™(v) =0 € W
et X" e J.
Par ailleurs on sait que les idéaux de C[X] sont principaux, i.e.

3R € C[X], J = RC[X]

On peut donc trouver P € C[X] tel que
X" =RP

ce qui montre que R divise X" et qu’il existe donc r € N tel que le monéme X" engendre J

J = X"C[X]
= (X7)
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6c. W c W' : il suffit de prendre choisir le polynéme nul pour P.
Soit x = P(u)(v) +w e W'.
u(z) = u(P(u)(v)) + u(w)
= (uo P(u))(v) + u(w)
= XP(u)(v) + u(w) € W’

—~—
ew

On a bien u(W’) c W'.
6d. On a X" € J, autrement dit u"(v) € W et cela a un sens de poser G, = p(u"(v)).

G, € D et d’apres la question 4 ’endomorphisme " € L£(D) est surjectif donc

iF, €D, G,=¢"(F)

6e. Il faut déja remarquer que !

SOO'LL2IQDO'LLO'LL

=¢£o pou
=§ofoyp
=¢&oyp
Une récurrence immédiate donne ensuite:
VneN, fop=gpou” (2)

Puis par linéarité on obtient

VQ € C[X], Q(§)ow=ypoQ(u)

P(u)(v) =w € W donc P € J et donc X"|P. Posons alor P = X"Q, @ € C[X].

1Quand le contexte est clair, j'utilise la notation v pour uw = ujw.
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6f. Posons x = P(u)(v) +w = Q(u)(v) + w’ ot (w,w') € W2, On a alors:
(P—Q)u)(v) = v/ —we W

La question précédente donne

montrant ainsi que définir ’application
o W' —D
z = P(u)(v) + w— P(§)(Fy) + p(w)

a bien un sens puisque le choix de P € C[X]| et w € W dans la décomposition de = n’ont pas
d’incidence sur la valeur de ¢'(z).
Il est clair que gofW = (: choisir P = 0.

Vo =Pu)(v)+weW, Eoy(z)=XP)(F,)+Eopw

ce qui finit de montrer que ¢’ est un prolongement a W’ compatible avec u.

7. Prolongement & V compatible avec u. Dans la construction précédente, on remarque que
dimW < dimW’': en effet W C W' et v € W\ W. Si deés le départ W = V c’est fini. Sinon on
pose:

W =W
W =W,
® = @0
¢ =1

et on réitere la construction précédente; supposons avoir construit une suite de sous espaces de V,
strictement croissante pour 'inclusion

et une suite de prolongement respectivement a chacun de ces sev compatibles avec u

©0, P05 -+, Pn

Il y a alors deux alternatives:
i W, =V et ¢, est prolongement a V compatible avec u.
i W, ; V. on réitere comme dans la question 6 en construisant W, g W41 et @n41 prolongement
a Wy,41 compatible avec u.
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Ce processus a nécessairement une fin car sinon la suite (dim W),,),en serait une suite d’entiers
naturels strictement croissante majorée par dim V.

IV. Théoréme de décomposition pour les endomorphismes nilpotents

8. Scindage d’un sous-espace cyclique maximal.

8a. Soit (/\0, Ayonn )\n—l) e C™.

Aovg + Mu(vg) + -+ + A1t Hwg) = 0
= u"_l()\ovo + Mu(vg) + -+ A 1u" 1(?}0)) =0
j)\gunfl(vo) + Alu"(vo) 44 A 1u 1)(1)0) =0
& u" ™ (vg) = 0
= )\[) =0 (car u™ (vo) # 0)
Soit k € [0,n — 2]. Supposons Vi € [0,k], A; =0.
Z )\iui(vo) =0
=0
n—1 )
4 Z )\iuz(vo) =0
i=k+1
n—1 '
= u"F2ON D A (v)) =
i=k+1
>0
n—1 —
<:>)\k+1u”*1(’uo) + Z /\iunJrZ o (k + 2) (Uo) =0
i=k+2
& )\k+1un_1(vo) =0
= )\k+1 =0 (car u™ H(vg) # 0)

Ce qui montre par récurrence que

VkE[[O,n—l]], A, =0

i.e. la famille (vo, u(vo), ..., u" " (vp)) est libre 4
De plus v € W = vect(u'(v0))ic[o,n—1] et u(W) = vect(u’(vo))iefi,n—1) C W-
La matrice de I’endomorphisme induit uy, dans cette base est la matrice J,.

8b. On définit ¢ par son action sur la base de W par
vielon—1], e(u(w)= X"+

On vérifie que

Vie[0,n—2], &owp(u(v)) =&(X ")
— X—n+i+1
= SO(UZ'H(IUO))
=po u(uz(vo))
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et de plus

o p(u"H(v)) = €E(X7)
=0
= pou(u"""(vo))

On a bien prouvé {o o = o uy.

8c. D’apres I'équation 2,

£ oy =poun
:'(7[100

ce qui montre Im(7)) C ker ™.

8d. D’aprés la question 4, vect(X 7);ep ) = keré™. De plus, Im(¢)) D ¢y (W) = (W) =
vect(X ) jeq,np = ker £”, donc finalement

Im(%)) = ker £"

En particulier,

rang (1) = n
=dimW

D’apres le théoréme du rang,

dimker¢y =dimV — dim W

De plus ker+ et W sont en somme directe car, ¢ étant un isomorpshime de W dans ker£”,
Ve € keryy N W

Y(x) =0
SYw(z) =0
< () =0
& z=0
On a donc
V=W ®kerv
De plus
(u(kerv)) = 1 o u(ker )
= {orp(kery)
=¢({0})
= {0}

i.e. u(kerw) C ker.
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9. Théoréme de décomposition : existence. Nous allons raisonner par récurrence sur n =
dimV € N.

Remarquons au passage que l'indice de nilpotence r de u vérifie r < n d’apres la question 8a.
Pour n =1 le seul endomorphisme nilpotent est ’application nulle, qui a pour matrice 0 = .Jy.

Soit n € N* tel que la propriété soit vraie Vk € [1,n].

Soit V un espace vectoriel de dimension n + 1. Soit 1 'indice de nilpotence de u. Sir; =1 i.e.
u = 0, alors la matrice de u est 0 = Jy et on a terminé.

Supposons maintenant u # 0. Comme dans la question 8, on définit

W = Vect(ui (UO))ie[[O,m —1]

tel que

V=W &kery

Si ker ¢ = {0}, c’est fini car la matrice de u dans la base (ui(vo))ie[[oml_l]] est Jpi1.

u est un endomorphisme nilpotent de ker ¢ (ce dernier est stable par u), d’indice o < 1. Comme
dim W > 1, on a m = dimker ¢ € [[1,n] et on peut lui appliquer I’hypotheése de récurrence: il existe
une base de ker ¢ telle que la matrice de u| e,y soit de la forme:

Iy,

My

S

avec ro =13 = -0 =T
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Comme on a

Jy

et que J, est nilpotente d’ordre r, on vérifie facilement qu’en effet I'ordre de nilpotence de cette
martrice est rs.

On a vu en 8a que la matrice de u dans la base (u’(vo))ie[o,—1] de W est J,,. En adjoignant
les deux bases bien choisies, on obtient une base de V.= W & ker v dans laquelle la matrice de u a
encore la forme désirée:

7

s_.

10. Théoréme de décomposition : unicité de la taille des blocs. Soit k € N*. D’apres la
question 2,

ok (M) = 6(Jr,)
i=1
=#{ie[l,s], ri=k}
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Si on trouve une décomposition de Jordan M’ de u dans une autre base (donc M’ est M sont

semblables), comme O (M) = §x(M’) cela prouve I'unicité de la décomposition (les blocs J, qui
interviennent et leurs nombres respectifs).

V. Version "graduée" du théoréeme de décomposition

11. Propriétés de h.

11la. A est diagonalisable car il annule le polynéme scindé sur C a racines simples

11b. Soit j € [0,N —1] et z € V.

—_ <i+1U($)
donc u(z) € Vjq1 et u(Vj) C Vi,
11lc. Soit k € N*.
houoh™ = Cu
& W ouoh ™ =(¢hFt owoh k-1

Une récurrence immeédiate donne alors

hkouoh_k:(ku

¢l (3)
12. Recherche dun supplémentaire stable.
12a. Sixz e W,
u(p(x)) = u(x)
= p(U(IB)) (car u(z) € W)

Size W,
u(p(x)) = u(0)
=0
= p(u(m)) (car u(z) € W)

Comme V =W @ W', on a montré wop = pou.
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12b. Onalmp=W doncImpoh™ C W et Imh*¥opoh™ C W car W est stable par h et donc
aussi par h*. Cela entraine que Imp C W

Soit # € W. On remarque que W est stable par h~1 = RV -1.

Vke[0,N —1], h¥opoh™(z)=h*(p(h*(z)))
ew

= hF(h™*())

ce qui montre que p(z) = x. En particulier W C Imp donc finalement W = Im p.
De plus comme py = id, kerp N W = {0}, et comme

dimkerp =dimV — dimImp
=dmV —dim W

On a

V=kerpe W

ce qui montre que p est un projecteur sur W.
12c.

12d.

W opoh™ ou=h"opoh*ou
:hkopoh(N_l)kou
— (N=DkRE 6 6 4y 0 BN =D
= C(N_l)khk ouopoh™*
— (N=DEky o bk o po
=M yohkFopon*
=uohfFopoh™*

donc

hohkopoh—k:hk+lopoh—k
:hk+1opoh_(k+1)oh



CONCOURS XENS 2025 MATHEMATIQUES A - MP 15

donc
1 Nl
hoﬁzi hk-‘rlopohk
Nk:o
1 Nl
= — B+l opo h— (kD) o p,
NkzO
1 Nl
:(Nthopohk—i—hNopohN)oh
k=1
| N-1
:<N hkopoh_k—l—idopoid)oh
k=1
<1N—1
== hkopoh_k)oh
Nk:o
hop=Dpoh
12e. On a
V =kerp&Imp
=kerpd W
puis

P(u(kerp)) = u(p(ker p))
= u({0})
= {0}

ce qui montre u(kerp) C kerp. Comme h commutent aussi avec p le raisonnement est le méme.
13. Version "graduée" du théoréme de décomposition.

13a. On sait que h est diagonalisable, soit (e;);c[1,m] une base de vecteurs propres de h, en notant
m=dimV.

Jj e [l,m], u"'(ej)#0

car sinon on aurait u” ! = 0.

13b. Comme dans la question 8, on consideére le sev W = vect(u'(v));e[0,n—1], stable par u. v est

un vecteur propre de h associé A la valeur propre A.
La matrice de uy est Jy.
De plus h est diagonale dans cette base car d’apres I’équation 3

h (0) = it (h(v))
= ACiui(v)

h annulant le polynéme X~ — 1, ses valeurs propres sont & chercher parmi les racines Némes de
I'unité, disons A = (.
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La matrice de hjyy est donc de la forme

- _
g 0

<a+3

D(n,a) =

C;H-n—l

La question 12 nous fournit un supplémentaire de W stable par u et h. On procede alors a une

récurrence du type de celle faite a la question 9 pour conclure a l’existence d’une base de V' dans
laquelle les matrices de u et h sont de la forme souhaitée.

14. Un exemple.

14a. Soit (e;)ie[,m] une base de vecteurs propres de h

e; € V; pour un certain j € [1,3]. Comme Vi = Vj = {0} et u(Vi) C Vi1, on a nécessairement
u3(e;) = 0.

On peut conclure que u? = 0.

14b. Icion a N =4 et donc ¢ =i On vient de voir que u est nilpotent d’indice r € [1,3]. Les
seules matrices J, qui peuvent apparaitre dans la décomposition sont donc Ji, Jo, J3.

De plus comme 1’énoncé suppose que 1 n’est pas valeur propre de h, les seuls couples (J,, D(r,a))
pouvant intervenir sont au nombre de 6:

0
J3 =11
0

DB, 1)=[0 -1 0

Ji =0
D(1,1) = [z]
Ji = [0]
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14c. Omna
V =ker(h —id) @ ker(h — iid) @ ker(h + id) & ker(h + iid)
= ker(h — iid) @ ker(h + id) & ker(h + 7id)

:@V;

i€[1,3]

car h est diagonalisable. Soit (el-)ie[[Lmﬂ une base de vecteurs propres de h adaptée a cette décom-
position.
Les restrictions de u? & Vo = Vi = {0}, V4, V3 sont nulles, donc rang(u?) = rang(ug o uy) = ro1.
OronaJ?=J2=0cet

000
J2=10 0 0
100

ce qui montre que le nombre de blocs J3 est donné par 1. C’est donc aussi le nombre de blocs
D(3,1) 2.

Le nombre de i, —1, —i sur la diagonale correspondent respectivement & dimker(h — iid) = dy,
dimker(h + id) = dg, dim ker(h + iid) = ds.

On remarque que si u(e;) # 0, alors u(e;) = e;4+1. Une base de u(V'1) = vect{u(e;), e; € V1}
est donc (6i+1)e¢EV1/\u(ei)7éO~

rang(up) = dimu(V;)
=#{ic[l,m], ei€Vinule)#0}

cela correspond & la somme du nombre de blocs D(3,1) et D(2,1). Le nombre de blocs D(2,1)
vaut donc r; — r91

rang(ug) = dim u(V3)
=#{ie[1,m], e €Vanu(e)+#0}

cela correspond a la somme du nombre de blocs D(3,1) et D(2,2). Le nombre de blocs D(2,2)
vaut donc r9 — r97.
Le nombre de matrices Jy vaut donc r1 + r9 — 2r97.

VI. Classification des couples de matrices rectangulaires

15. Une réduction. (i) < (ii) P est la matrice de passage de la base €’ vers e. @ est la matrice
de passage de la base f’ vers f.

2En tout cas ceux qui sont couplés avec Js; en effet on peut avoir sur la diagonale i, —1, —i couplés avec des J2
ou Jl
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(73) = (2ii) On pose

P O taille m

O Q taille n

(7i1) = (ii) Posons

P T taille m

€ GLpy4n(C)
S Q taille n
On a " !
P T Im
RH =




CONCOURS XENS 2025 MATHEMATIQUES A - MP 19

Puis
In. o || P
HR =
o —I,|| S Q@
P T
on a donc

RH=HR&S=T=0

donc R est diagonale par blocs et

R € GLyin(C) & P € GLn(C) AQ € GL,(C)

D’aprés un calcul par blocs simple, la condition M4 g = RMapR™! implique

A =QAP™!

B =PBQ™!

16. Deux applications linéaires : décomposition.

16a. H?=1I,,, et donc H ! = H.
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I. 0 p || In
HMH ' =

0 —1I, A 0 0
0 p ||In ¢

—A 0 0 —1,
0O _pB

—A 0

— M
donc

vneN, HM"H=HMH)"
— (_1)7LMn

Soit P € C[X]. On pose Q = P(—X). il st direct par linéarité que

HP(M)H = Q(M)
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16b. On sait que M et —M sont semblables car HMH = —M.

En dérivant cette relation, on obtient:

vneN, X1 = (-0 -x)

Si on se rappelle que

X € Sp(M), d’ordre de multiplicité m € N* < xy(A) = 0A ' (A) =0A--- Ax™ ) = 0A x™HD(A) £ 0

cela montre que bien que \ est valeur propre d’ordre m si et seulement si —\ est valeur propre
d’ordre m.

16c. D’apres le théoréeme de Cayley-Hamilton, x(M) = 0, et comme les polynémes X" et @) sont
premiers entre eux, le théoreme de décomposition des noyaux donne

C"" = ker x(M)
=ker M" @ ker Q(M)

Ces sous espaces sont stables par H car H et M anti-commutent.

17. Deux applications linéaires : cas nilpotent. On applique la version "graduée" du théoréeme
de décomposition de la question 13. Ici N =2 et { = —1.
Les couples de blocs diagonaux sont de la forme

0 -
1 0

1 0
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1
-1
1 0
D(n,0) =
0
i (—1)"“_
ou bien
" i
10
1 0
T =
0 10
A 1 0]
. ;
1
~1 0
D(n,1) =
0
L (=" ]

Il suffit ensuite de permuter les vecteurs de la base pour se ramener au 4 formes attendues; on
regroupe d’'une part les vecteurs de ker(H — I), qu’on fait suivre des vecteurs de ker(H + 1) 2.

(i) si n est pair, alors on r = s = § Dans le cas de D(n,0), c’est le dernier vecteur le base de
ker(H + 1) qui appartient a ker M, donc on est dans le cas:

Ao =1,
By = J,

3dans ce qui suit j'omets dans les notations le fait qu’il s’agit non pas de H mais de sa restriction au sous espace
stable correspondant au bloc considéré
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Dans le cas de D(n, 1), c’est le dernier vecteur le base de ker(H —I) qui appartient & ker M, donc
on est dans le cas:

(ii) si n est impair. Dans le cas de D(n,0), c’est le dernier vecteur le base de ker(H — I) qui

appartient & ker M, et on a r = dimker(H — I) = dimker(H +I) + 1 = s + 1 donc on est dans le
cas:

L0 7

Apg = taille s

r=s+1
0, _
L )
' 0
By = taille r = s+ 1
0 -
U
. 1_

S
Dans le cas de D(n,0), c’est le dernier vecteur le base de ker(H + I) qui appartient a ker M, et
on ar = dimker(H —I) = dimker(H +1) — 1 = s — 1 donc on reprend le cas précédent en inversant
AO et Bo

18. Deux applications linéaires : cas inversible.

18a. A € My,,(C). Si par exemple m < n, alors rang(A) < m < n, donc les n lignes de A sont
liées ce qui ne permet pas a M d’étre inversible. Donc m = n. Vu la forme par blocs de M, on a

p = 2m = rang(M)
= rang(A) + rang(B)
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ce qui nécéssite

rang(A) =
rang(B) =

i.e. A et B sont inversibles.

18b. Soit A\(# 0) € Sp(M), D’apres 16b, on peut écrire:

X = (X =)™ (X +A)"Q
= (X2 A)"Q

ol Q et X2 — \? sont premiers entre eux.
d’apres le théoréme de Cayley-Hamilton et le théoreme de décomposition des noyaux,

CP = ker(M? — N*I)"™ @ ker Q(M)

Ces deux sous espaces sont stables par H car H(M? — X\2I)™ = (M? — N2I)™H et par M et
M? — \21.

Posons W = ker(M? — A\2I)™. La restriction de I’endomorphisme M? — \2I de W est nilpotente,
notons r son indice.

Comme dans 13a, soit e; un vecteur propre de H tel que (M2 — X21)""1(eg) # 0. Quitte &
remplacer e; par Me;p on peut supposer que e; € ker(H — I). en effet,

(M? = XD He)) =0 M(M?* = X2I)""Yep) =
e (M? = XD 1 M(e))

(M inversible)

0
0

La famille eq, (M? — X2I)(e1),...,(M? — M2I)"~!(e;) est libre dans ker(H — I) dapres 8a et le
fait que M2 — \21 laisse stable ker(H —I) car H(M?—\2I) = (M?—X2I)H. Notons (e1, €, ..., €;)
ces vecteurs.

La famille (e,41,€r42,...,62.) = (M(e1), M(e2),...,M(e)) est une famille libre de ker(H + I),
car M est injective et M (ker(H — I)) C ker(H + I).

On a:

Vi€ [0, —1], Me, ;= M?(e;)

=é€i41 + e,
et
Mesy, = MZ(GT)

= )\Qer

Dans la base (€;);c[1,2,], le matrices de M et H ont bien la forme désirée:
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La question 12 prouve l'existence d’un supplémentaire W’ dans ker(M? — \?T

0 »2r 4+,

I, 0

et
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)™ stable par M et

H, ce qui permet de conclure par une récurrence du type de 9. Il faut ensuite recommencer le travail
sur le sous espce stable ker Q(M) et on aura terminé puisque CP = ker(M? — X\21)™ @ ker Q(M).
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