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A. Propriétés du polyndéme p, et stabilité des racines

1.
1 n
Vz € R¥, x"p(;) = :L’"(Z apz™F)
k=0

n

k=0
n

= Z ankak (changement d’indice k «— n — k) (1)
k=0

x"p(%) = po(x)

Donc

ou encore en passant aux polynémes,

1
a est une racine stable de p < a £ 0A p(a) =p(—=) =0
«

S a#0Ap(a) =po(a) =0
SaZ0AN (X —a)|pApo

D’autre part ’écriture 2, montre que les racines de pgy sont les
{0 #0)
—
(673 ’
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et po(0) = a, # 0, donc 0 n’est pas racine de pg et X 1 p A pg. On en conclut que

p ne possede pas de racines stables < pApg =1

3. Notons que par hypothese #p‘l({O}) = n et 'application
({0} — p '({o})

oz»—>—
a

est une bijection.
Or Décriture 2, montre que les racines de py sont les

1 1 .
{—,0; 0} ={—,i € [1,n]} (Vi € [1,n], o % 0)
(% Q;

= {ahi € [[17”]]}
=p ' ({0})
Donc p et pg sont colinéaires: A € R, p = Apg.
De plus

Moo= T o I«

i=1 i€1,n] 1€[1,n]
a;¢{-1,1}  a;e{-1,1}
—_———

=1

Le premier produit vaut 1: cela se voit en regroupant par paire chaque racine avec son inverse. On
en déduis:

n
[Joice{-1.1}
=1

Le coefficient dominant de py étant (—1)"a, [}, as, on a X € {—1,1}.

4. Sin = 0, 'équation est triviale. Supposons maintenant degp = n > 1 L’équation 2 s’écrit
maintenant:

1
Ve eR, p(z)= )\x”p(;)

On dérive puis on multiplie par z:

Vr € R, h(x)=ap/(x)

1
=n\ - A n—1,//~
= na"p() ~ A" (1)
h(l’) =np — )\(p/) (toujours d’aprés 2 puisque degp’ =n — 1) (3)
Il faut remarquer que lapplication’
¢ : RIX] — R[X]
pPr=DPo

est involutive: ¢? = id
L’équation 3 montre que 0 ne peut pas étre racine de (p')g, sinon 0 serait racine de np =
Xp' + AP )o

1L’application  n’est pas linéaire.
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L’équation 2 montre alors que deg(p’)o = deg o((p')o) = deg p?(p’) = degp’ =n — 1, donc

De plus, degh = degp = n et donc

ho(x) = x”h(%

—_

D)= Aaa @ol)

= Anp — ap/(x))

—~
\

=na"p

On a donc

ho = A(np — Xp')

5. Par hypothese, p a n racines réelles distinctes. En supposant a; < ap < - -+ < a,, le théoréeme
de Rolle appliqué sur chqaue intervalle [, @;+1], nous donne n — 1 racines distinctes de p’ dans
chaque intervalle o, a;11[, et comme degp’ =n — 1, p’ est scindé sur R, a racines simples.

On remarque que:

ho + Ah = Anp

or pAh =pAXp =1 car p est a racines simples non nulles, D’aprées le théoréme de Bezout,
J(u,v) € R[X],

up +vh =1

et donc

uhg + Auh = An(1 — vh)
Suhg + AMu+nv)h = An
ce qui est équivalent & h A hg = 1. D’aprés, la question 2, cela équivaut & h = Xp' ne posséde pas

de racines stables, et donc p’ non plus.

B. Liberté dune famille de polynomes

6.

-y = o%k est racine de f;,5 € [1,k —1].
— oy est racine de fj,7 € [i +1,n] D [k, n] car i < k.

Donc (X — ;) | fj,Vj € [1,n] et

Vj € [[1,7”6]], fj S (X — ai)Rn,Q[X]

Comme dim((X — a;)R,,—2[X]) = n — 1, la famille de n vecteurs (f;) e[ ,n est liée.
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7. Vf € E, le numérateur de Pj(f) s’annule en ;. On peut écrire, en mettant au méme dénomi-
nateur puis en factorisant le numérateur par X — o,

(1—a;X)f = (1—af)f(a) = (X —a;)f

avec f € E. On a alors

Pi(f)=fekE

Il est clair que P; est linéaire, donc P; € L(E).
Comme on suppose qu’aucune racine de p n’est stable, ni —1 ni 1 ne sont racines de p.

On a

— — _ ckerP,
T—oyx — o

et donc

vect( ) C ker P;

1
1-— an
Réciproquement, si f € ker P;,

(1-aX)f = (1-af)f(ay)
(1 —af)f(ay)

& f= [ a,X € vect(m)
On conclut que
Vect(m) = ker P;
8. Déja on vérifie facilement que

et g(ag) =0 car (X —ay) A (1 — ;X)) =0 car si o # 0, chj n’est pas racine de p. Puis,

(X — Oéj)Pj(mg) = (1 - an)m - (1 - 0%2)9(041)
= (X —j)g

9. L’idée ici est a rapprocher de celle de la preuve de la propriété suivante:

Lemme. Soit v € £(E) nilpotent d’indice n, et vy € E tel que u™ *(vg) # 0.
La famille vg, u(vg), u?(vg), . .., u" 1 (vg) est libre.

Explicitons 'expression des g;:

a X o
Vie [l = !
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D’apres la question précédente, on a Vk € [1,i — 1],

i—1
an, X —-—o
P.oP. 10---0P50P :7”7
kO k10 °f2e 1(91) 1—0(1‘XA 1—O£Z'X

j=k+1

en particulier,
a
P¢—1OH‘—20"'0P20P1(Qi)Zil_ZiX

d’apres la question 7,
PioPi_jo---0P0P(g)=0

et donc aussi, Vk € [[i,n],
PyoPy_10---0Py0Pi(g;) =0

Remarquons maintenant que

(fi)ieqi,n est libre dans R[X] < (gi)ie[1,n] est libre dans E
Soit (A1, A2, ..., Ap) € R™ tel que
> Aigi =0
i=1
Supponsons {i € [1,n],\; # 0} # @ et soit alors j le maximum de cet ensemble.

J
Z)\igi =0
=1

J
=Pj 10Pjg0---0PoPi(D>_ Xigi) =0
=1
7 o

jl—Osz

ce qui est contradictoire. Donc Vi € [1,n], A\; = 0 et la famille (f;);c[1,n) est libre.

& A =0

C. Expression de la matrice J(p)

10. Un calcul matriciel direct ou une récurrence immédiate montre que

0

Vie[o,n—1], (SH)U=

1 ligne 7 + 1

Donc il s’agit de la base canonique de M,, 1(R).
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11.
_—ozj 1 -
—Oé‘j 1
Bj =
0 )
. 1
—a;
_1 —a; -
1 —Oz]'
Cj =
0
Ty
1
On a

et d’apres 1’équation 2,
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Ainsi:
J(p) = po(S)" po(S) — p(S) " p(S)
= f1(S)"CT C11(S) = fu(S) B By fn(S)

ce qui nous fait prenser que la somme proposée dans I’énoncé est une somme téléscopique; et en
effet, pour i € [2,n],

n i—1
Cifi(S) = an(In — aiS) [] (In — arS) [](S = e51n)
k=i+1 j=1
n i—2
= an | [(Tn — aiS) [](S = 0 1n)(S — i1 1)
k=i Jj=1

= Bi_1fi—1(5)

Ce qui implique
> FH(S(CTC; = BB £5(8) = fu(S)TCTCLA(S) = fu(S)T BY B fulS)
j=1
= J(p) (4)

12. Déja on peut facilement calculer:

"0 -

STS =

vut =
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Donc

13. On reprend les équations 4 et 5:

1 —a? |
1—a3 0
1- o%
D=
0
i 1‘ — ai_
V= |f1(S)TU | f2(8)TU | ... | fa1(S)T | fo(S)TU
U™ f1(S)
UT f2(S)
VT =
UTfn—l(S)
UT fu(S)
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On a
[1 — a% 1T
1-— a% 0 UTfl(S)
1_0‘6?2’.. UT f2(S)
DVt = | _ :
O UT.fn—l(S)
_ el U7 fa(S)
(1 —a})UT f1(S)
(1 — a)UT f2(S)
(1—a2_))UT fa1(S)
(1 —a2)UT fa(S)
puis ] o
(1 —a)UTf1(9)
(1 —a3)UT f2(5)
VDVT = | f1(S)TU | £2(8)TU | .. .| fac1(S)T | fu(S)TU
(1 —a?_)UT fr-1(S)
(1 —a2)UT fu(S)
=Y (1= ad) fi(S)"UUT fi(S)
i=1
=J(p)
14.

— Si 1 ou —1 sont racines de p, alors D, puis par conséquence J(p) ne sont pas inversibles.

— D’apres la question 6, si p posséde un racine stable o; ¢ {—1,1} (o # O%), alors (fi)ie[1,n]
est liée, donc les colonnes de V' sont liées, donc V', puis par conséquence J(p) ne sont pas
inversibles.

D. Cas ou J(p) est inversible : critére de Schur-Cohn

15. Soit F' un sev qui vérifie la condition (C4), de dimension maximale d(A). On a puisque P est
inversible,

X=0&PX=0
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et VX € F,

(PX)TB(PX)=XTAX >0

Ainsi le sev {PX, X € F} vérifie la condition Cp, il est de dimension d(A) car P est inversible
donc

d(B) > d(A)

A et B ont des roles symétriques:

B= (P HTAp!
donc on a aussi d(A4) > d(B), et finalement d(A) = d(B).

16. M est symétrique réelle, donc diagonalisable en base orthonormale; soit (ei)ieﬂl,n]] une telle
base, quitte a réordonner on peut supposer que

Fyr = vect(er, e2,...,ex(ar) = @ ker(M — \I,,)

AESp(M)
A>0

Ce sev est bien de dimension 7(M) car M est diagonalisable et la dimension de chaque sous espace
propre est égale a I'ordre de multiplicité de la valeur propre correspondante.
Si P est la matrice de passage de la base canonique a cette nouvelle base,

A1
Ao 0

A3,

avec

Vie [, m(M)], X\ >0
Vi e [n(M)+1,n], X\ <0
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Soit X € F)s. On a:

I
T2

PTX = :
Tr(M)

n — (M)

On a ainsi

XTmx = (PTX)D(PTX)

m(M)
:Z)\im?>0 (si X #0)
i=1

17.

dim(F3; N G) = dim(Fj;) 4+ dim(G) — dim(Fy; + G)
>n—na(M)+nx(M)+1—n
=1

Soit alors X € Fi; NG, X #0.

0
0
Tv .
P X = 0
xﬂ'(M)-‘rl
n— (M)
L x” 4 )

et

(PPX)D(P"X)= > Az} <0
i=m(M)+1

ce qui contredit le fait que G vérifie la condition (Cps).
On conclut

VM € S,(R), d(M)=r(M)

11
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18. La contraposée de la question 14 fait que si J(p) est inversible, alors p ne posséde aucune
racine stable. De plus la matrice V' de la question 13 est nécessairement inversible.
Puisque J(p) € Sp(R), la question précédente nous permet d’affirmer:

m(J(p)) = d(J(p)) (cf. question 17)
= d(Diag((1 — a?)je[[l,n}])) (cf. question 13 et 15)
= m(Diag((1 — a?)je[[mﬂ)) (ct. question 17)
m(J(p)) = o (p)

E. Condition nécessaire et suffisante d’inversibilité
19. Si p n’admet aucune racine stable, alors en particulier ni 1 ni -1 ne sont racines de p, et
D = Diag((1 — a?)je[[l,n}]) est inversible. Si J(p) est supposée non inversible, cela implique que

V' est non inversible, ou encore que les colonnes de V sont liées: il existe donc une combinaison
linéaire a coefficients 7; non tous nuls tel que

Y o ufis"HU =0
=1
Le polynoéme

n
q=> vifi
i=1

convient.

D’apres la question 9, la famille libre de n polynoémes forment une base de R,,_;[X], donc g # 0.
Mais si on pose

n—1 )
0=y 0
=0

la question 10 montre que

_bnfl_
=0

autrement dit ¢ = 0. Il y a une contradiction donc on peut en déduire:

p n’a aucune racine stable = J(p) € GL,(R)
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20. Les questions 18 et 19 permettent de conclure:

p n’a aucune racine stable < J(p) € GL,(R)

F. Un cas particulier

21. On a montré dans la question 5 que h A hg = 1, donc h n’admet aucune racine stable; d’apres
le résultat de 20, J(h) € GL,(R).

22. Soit r €]0,1].
Les racines de p(rX) sont

{ShieLnl}

ce qui montre au passage que p(rX) est scindé a racines simples.

Si |Oéz| 2 ]_,
Yl
,
Si |Oél| <1,
il
r
& o <r

ce qui montre qu’en choisissant

m =1 — max{|a;]|, |a;| <1} >0

on s’assure que

Vr el —m, 1, o(p(rX)) =o(p)

De plus,
% r

r Qe
~ T2 = ;O
S r= /oo

ce qui n’arrive pas sur U'intervalle |1 — 7, 1], si on choisit

n = min{ng, N2}

no = 1 — max{\/a;ay, (i, k) € [1,n]* A oy > 0 A Jogag < 1}

Dans le cas ou {\/a;ay, (i, k) € [1,n]* A ayay, > 0 A Jazay, < 1} = @, on prend 7 = ;.
Sur Uintervalle, |1 —n, 1[, p(rX ) n’admet donc aucune racine stable.
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23. Pour r € ]1 —n,1[, p(rX) est scindé a racines simples et n’admet aucune racine stable.
d’apres la question 20, J(p(rX)) est inversible.
La matrice

n
1—n,1 — X
vrell—nl] 20— T)J(p(?" )
a pour valeurs propres
n
N ¥ 2] 0 X
(= gy i i € SO}
———
>0
Donc
Vr € ]1 -1, 1[7 F(—ﬁj(p(TX))) =N — F(J(p(TX))) (0 n’est pas valeur propre de J(p(rX)))

=n—o(J(p(rX))) (cf. 18)
=n—o(p) (cf. 22)

24. On remarque que:

p(p(rX)) = (p(rX))o

et comme pg = £p, on a:

Tw)) =02 o2 — p(rS)p(r)
Puis
F(r) = 22 p(rS) () +r (— ) ) n(2) + )0 (D)
STp' (r8) p(rS) — p(rS)Tp (rS)S
puis
F'(1) = 2np(S)"p(S) — 2879/ (5)"p(S) — 2p(5)"P'(9)S
25. Ce qui précede nous incite a faire un développement limité en 1 de F:
Fry=F1)+(r-1)F(1)+o(r—1)
= J(p) +r—-1)F1)+o(r—1)
0 carp = £p0
Firy=(r-10F(1)+o(r—1) (6)

d’autre part, en utilisant comme suggéré le résultat de 4,
J(h) = ho(S)"ho(S) + h(S)"h(S)
= (np(ST) = TP (ST))(np(S) — Sp'(S)) — STP' (ST )P (S)S
= n*p(8)p(S) = nSTp' (ST)p(S) — np(ST)P'(S)S + STp'(ST)p'(5)S — STp/(ST)p'(5)S
L
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Finalement en reprenant 1’équation 6,

L

s, 5, S Fel)

26. Soit A1, Ag, ..., Ay, les valeurs propres réelles de J(h) comptées avec leurs multiplicités, rangées
dans l'ordre décroissant. On a vu en 21 que J(h) est inversible, donc 0 n’est pas valeur propre.
Soit alors

1
e=min{]\|, i€ [Ln]}>0

Toutes les normes étant équivalentes en dimension finie, on munit R™ de |||, €t on écrit
la continuité de l'application définie sur S,(R) a valeurs dans R™ qui & une matrice symétrique
associe le n-uplet de ses valeurs propres réelles comptées avec leurs multiplicités, rangées dans
I'ordre décroissant:

3> 0.¥M € Ma(R), M = ()]l < = max {15 = Ml} < e
1e|l,n

ou s, Ba,..., B, les valeurs propres réelles de M comptées avec leurs multiplicités, rangées dans
lordre décroissant.
Cela implique

VM € Mu(R), [[M = J(h)| < p= m(M) =m(J(h))

L’équation 6 montre alors que pour r suffisamment proche de 1, w(J(h)) = w(ﬁF(r)) Mais
on a vu d’autre part question 23 que

n

Vrell —n, 1], W(—ﬁ

J(p(rX))) =n—oa(p)

On obtient donc I'égalité:

m(J(h)) =n—a(p)

Enfin on utilise le résultat de 18,

w(J(h)) = o(h)

J(p/)) +1 (cf. encore 18)

La derniére égalité résultant du fait que d’aprés 5, p’ n’admet aucune racine stable, et donc
d’apres 20, J(p') est inversible.
On obtient donc I'égalité désirée:

o(p)=n—1-n(J(p"))



16 CONCOURS MINES-PONTS 2025 MATHEMATIQUES 2 - MP
G. Méthode générale

27. Supposons ¢; est une racine stable de g. c’est aussi une racine stable de p = fg On rappelle
que

n
po=an [J(1 - a;X)
i=1

donc si e = +1 est racine de p d’ordre de multiplicité m, elle est aussi racine de py d’ordre de
multiplicité m, et donc

(X—e)™ | f

et
(X—e)nhg=1

et donc e n’est pas racine stable de g.

Soit a; ¢ {—1,1} une racine stable de g. Soit m,! les ordres de multiplicité respectifs de a;, ai
dans p. m, [ sont aussi les ordre de multiplicité respectifs de a%, «; dans pg. Supposons sans perte
de généralité que m > [. Alors:

1
(X —a)' (X = =) | f

Qg

et
(X —aj)Ng=1

ce qui est contradictoire.
On conclut que g n’a aucune racine stable, on peut lui appliquer les résultats 18 et 20 pour
obtenir:

28. Ona

«; racine stable de p < «; racine de f = p A pg

L’analyse précédente a montré que f est de la forme:

f=X-1)"™X+1)" H (X—Oci)m(X—i)m

. Q
i€1,n]
a;¢{—1,1}, stable

On peut écrire
1

f=X-1)™(X+1)™ H (X—Oéz')(X—OTi)
i€[1,n]
a;¢{—1,1}, stable
1
_ 1\max{0,m—1} max{0,n—1} o1 o yn—1
X (X —1) (X +1) 11 (X — )" (X ai)

i€1,n]
a;¢{—1,1}, stable
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avec
0 sim=0
mp = .
1 sim>0
0 sin=0
ny = .
1 sin>0
On pose

1
g = (X —1)™(X +1)™ 11 (X —ai) (X~ —)
i€1,n] ’
a; ¢{—1,1}, stable

qui est bien scindé a racines simples toutes stables. Pour déterminer g; (sans connaitre a priori les
racines de f), on utilise le fait que

a racine de f de multiplité n = « racine de f’ de multiplité n — 1

et donc le polynéme

1
X -1 max{0,m—1} X +1 max{0,n—1} X — ni—lix  ~yni—1 _ /
( ) (X+1) I[I &-a) o) fnf

i€[1,n]
a;¢{—1,1}, stable

et on peut le déterminer a ’aide par example de 'algorithme d’Euclide.
Donc on a:

f=UNn
On réitére le processus sur le polynéme f A f’ jusqu’a épuiser tous les facteurs de f.
On obtient la décomposition

b=g192-.-919

ou tous les g; sont scindés a racines simples toutes stables. On peut remarquer que
I =max{m,n}U{n;,i € [1,n] Na; ¢ {—1,1} stable}

On peut conclure

l
- Z(deggi —-1- W(J(gi))) +7(J(9)) (ct. 26 27)
=1
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