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Inégalité de Holder
1. Fixons y € RT. Etudions la fonction:

f:Rt =R
T — 4+ — -2y

f est dérivable sur RT car p > 1, et

Ve e RY, fl(z)=aP"1—y

ce qui montre que f’ > 0 pour z € ly% +oof et f/ <0 pour x € [O,y%[.
f admet donc un minimum en yr, qui vaut:

On a bien montré:
P q
V(z,y) € R?, >+ % >y

Alternativement, on peut aussi démontrer le résultat en utilisant la concavité du logarithme: Si
zy = 0, I'inégalité est triviale. Si zy > 0, on a:

In(ay) = In((2)7 (y9) 1)
~ ~Ina?) + Iny")

=N =

P
< ln(:i + y*)
p q

ce qui donne bien
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2. Comme Q est fini, toutes les vraibles aléatoires qui suivent admettent des moments de tout
ordre. Supposons E(X?) =E(Y?) =

E(XY) = > yP(X =z AY =y)

(z,y)eX(Q)xY(Q)

< > (xp+yq>P(X:xAY:y)

(z,y)eX(Q)xY () p 9

=Y DY Paxeaaven+ ¥ L P -anv -y

zeX(Q) yeyY () yEY(Q) zeX(Q)

1

= — _Z‘pP qP
RIRCCENET Do
z€X () yEY

1

= -E(X?) + E(Yq)
p
1
— _|._ —
q

1

(E( 7)) (B(YY))s

Comme X(Q) CR" et Y(Q) CR', on a

E(X)=0

& X =0 presque surement

?—"B}_l

et dans ce cas l'inégalité est triviale.
Supposons maintenant E(X) > 0 et E(Y) > 0.0n peut appliquer le résultat précédent aux

variables aléatoires X et . On obtient:
(E(XP))P (E(Yq))a
BXY)
(E(X7))7 (E(Y¥))s 1 1
& E(XY) < (E(X?))? (E(Y))« (1)

3. Pour p = ¢ =2, on obtient
E(XY) < (E(X?))2 (E(Y?))?

L’application suivante est bilinéaire:
0:L°(0)* =R
(X,Y) — E(XY)

et sa forme quadratique ®(X) = E(X?) est positive. L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne le
résultat voulu

P(X,Y) < (B(X))2(8(Y))?

Rappelons la démonstration:

VteR, 0<P(tX+Y)=EXH?+2E(XY)t+E(Y?)
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On a un polynoéme de signe constant sur R, ce qui équivaut a

A0
=(B(XY))? -E(X?)E(Y?) <0
& E(XY)| < (E(X?)? E(Y?)?
Une inégalité de déviation
4.
2 +00 t2n
ez =
nnl
o 2nn!
+00 £2n
>
/;(n+n) X oo X (n+2)(n+1)n!
+00 t2n
!
= (2n)!
= cosh(t)

5. Comme les VA X; sont indépendantes, il en est de méme pour les VA et¢iXi (lemme des
coalitions). Ainsi,

n
E(etZ?zl ciXi) — E(H etciXi)
=1

n
= H E(@tcixi) (Indépendance des e'“1%7)

n
(teq)
< H e 2 (cf. question 4)

+2

E(et > CiXi) —ez POURE

<ex|2?:1 ciXi| > eta:) _ ((6_5’32?:1 c X > etx) U (6752?:1 i X > etx))

donc

P (€x|2?:1 i Xi| > eta:) - P ((G*xZ:‘L:l i X; > etx) U (6962?:1 i X; > etz))
P

(6_332?:1 i X > 6t:r) + P(emE?ZI ¢ > etx))
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Comme les VA e*#2i=1%Xi gsont positives, on peut leur appliquer I'inégalité de Markov, ce qui
donne:
P (61|Z?=1 i X > etx) < P(emZ?zl(*ci)Xi > etz) + P(exZ?zl i X; > etm))
P(emzy:l(—ci)Xi > etm) + P(emZ?Zl i X; > etz))
e—th(exZ?zl(—ci)Xi) + e—ta:E(exZ?zl ciXi)

YA/ ANV/AN/A\

g RN 2
2¢ s i1 (cf. question 5) (2)

> m)

> t) (si @ # 0) (3)

7. Par stricte croissance du logarithme,

(Aol ) (x

s

L’inégalité 2 étant vraie pour tout € R*, on va I'appliquer pour le z qui minimise le membre
de droite, i.e. le x qui minimise:

n n
—2tx + Z d =a(-2t+x Z c?)
i=1 i=1

n

E ciX;
i—1
n

ZCiXi

=1

——
#0
Cette expression du second degré en x est minimale pour
t
r= ——=
2
> i1 G
et vaut alors
2t2 t2 t2

_ + — _
D1 sz > C? > i1 C?

Notons que si t = 0, 'inégalité est triviale, on peut donc supposer ¢ > 0 et donc = > 0.
2 et 3 nous donne alors le résultat voulu:

d

8. Fx est continue par morceaux sur R™ car si on pose

X(Q) = {$1,1‘2,1‘3, ey l‘p}

+2

> t) <2 2T

n

ZCiXi

i=1

Inégalités de Khintchine

avec 1 < g < 3 < --- < Ip, elle est constante sur chaque intervalle [z;, z;41[. D’autre part,

Vt > x,, Fp(t)=0
Vt € [0,1‘1[, Fx(t) =1
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Comme p > 1, 'intégrale donnée est convergente et

+o0o Tp
/ tP 1 Fx () dt = / P Fx(t) dt
0 0

En posant ¢ = 0,

=1
P 2
= Zp/ LAt P(X = 1)
=1 0
P -1 J+1
:ZpP(X:azi) / P~ de
i=1 j=0"%j
p—1 Tii1 p
=p </ Pt dt) Y P(X =)
j=0 zj i=j+1
=F(t)sur[z;,z 41
Pl rwin
—pZ/ P Fx (t) dt
j=0"%

2
9. La fontion t — t3e_t7 est continue sur Rt et

2 1
< 3 -5 = —
0<t?e 2 T 0(t2)

dont l'intégrale converge en 400 (intégrale de Riemann avec a = 2 > 1),donc l'intégrale

+o00 12
/ e 7 dt
0

converge.
D’apres la question 8,

i=1
en posant
n
X = Zchz
i=1
D’apres la question 7,
n
FX(t) =P < ZCiXi > t)
i=1
t2
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On conclut ainsi
n +oo 2
Bl aXi)')< 8/ tle” 7 dt (4)
i=1 0
10. Sii# j,

E(XZX]) = E(XZ)E(X]) (les VA X, sont indépendantes)
=0

et on a

E(X?}) =1

En développant et en utilisant la linéarité de 1’espérance on obtient:
n n
E <(Z Cin')2> =Y GEX)
i=1 i=1
n
-3
i=1

11. La question est tres mal formulée, et les parenthéses sont placées au mauvais endroit dans

I’énoncé; on va montrer que
p % n %
i=1

n

ZciXi

3B, € R™* V(cy,co,. ..y cn) € RY, <E <
i=1

Si>F,c? =0, alors

=1

n

& (Z aX)? =0 presque surement
=1

-

n
> ciXi
i=1
oE (
et n’importe quel réel 3, convient.

n p
ZCiXi ) =0
i=1

n 2

Supposons maintenant Zi:l c; > 0 et posons

=0 presque surement
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n p % n %
i=1 i=1
n o p
i-1 ®
On a Z?Zl(%)Q =1, on proceéde ainsi comme dans la question 9 pour obtenir:
P oo 2
E < 2p/ tP~lem 2 dt
0
1

le réel strictement positif

On a I’équivalence

D=

n

3o

i=1

n

i=1

convient.

2
12. Comme p > 2, la fonction ¢ — t» est concave sur RT. D’aprés Iinégalité de Jensen,
p) 2
p) ) |

n
E ciX;
=1

E <(i ciXZ»)Q) =E (

n
§ ciX;
=1

<(E<

ce qui est 'inégalité recherchée.

13.

. . N 1 1 1 9 .
La question revient a prouver que 5 € ]17 5[, donc c’est direct.
11
Plus formellement, on vérifie que § = #—% convient.
P4
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14. On vérifie que c’est 'inégalite de Holder 1, appliquée en prenant

n 26
X = ZCZXZ
i=1
n 2(1-0)
Y = Z CiXZ'
i=1
p=2
20
2
I
=179
D’apres la question 13, on a bien
1
AR

et p/,q > 1.

15. Meéme remarque qu’a la question 11: on va montrer

n

ZQ’X’L’

i=1

) )

Comme dans la question 11, si s = /> ", C? = 0, n'importe quel réel &, convient. Supposons

s > 0. D’apres I’équation 4,
& C; 4 oo 3 _t?
E —X; <8 tPe”z dt
o dxyt)<s [

i=1

n +oo 2
<E (Z aX)t) < 854/ t3e” 7 dt
0

Ja, € RT™,V(c1,c2,...,c) €R™, (E (

i=1

I’inégalité obtenue dans la question précédente implique alors

n p 2176 +oo /2 N
s? < (E ( ZciXi (8 / ez dt) s2(1=6)
0

3o )
)
))

1
o s <

ZciXi

=1

ZCin‘

=1
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en posant
- 1
ap = — >0
) 10
(8 o e T dt) K
16. Les résultats des questions 12 pour le cas p > 2 et 15 pour le cas 1 < p < 2, montre que

ap, = min{l, &,} > 0 convient.

Une premiére conséquence

17. On a déja évoqué ce fait dans la question 3; la bilinéarité et la positivité sont directes. On a
de plus:

(X, X) =

& BE(X?)

& X

& X

presque surement

0
0
0
0 (L’énoncé suppose qu’on confond VA nulle presque surement et VA nulle)

18. Puisque u € RMN) 4 est nulle & partir d’une certain rang, et donc ¥ (u) est bien définie et est
une combinaison linéaire de VA de L°(f2), donc v (u) € L2(£).
Soit u,v € u € RN et ng € N,¥n > ng, un = v, = 0.

+oo +o0
P($(u),d(v) = EQ_wiXi, Y wiX;
1=0 =0
= E(i uin-, i ’UjX
1=0 7=0
= Z uivj Z uiv; B

(4,5)€[0,n0]? i€[0,no] M1
1#£]
= Z u;v; B(X;) BE(X;) + Z U;v; (sii# 4, Xi et X; sont indépendantes)
(i J)G[[O no]? T i€loml
= Z U3V
1€[0,n0]

p(¥(u), () = (u,v)

19. Sion combine les résultats des questions 11 et 16, on sait qu'il existe (ayp, By, g, By) € (RT*)?
tels que
vu e RY, oy flullz < llully < Bpllull2
< lullg <

agllullz < [lullq < Bgllull2

ce qui implique

B
llully

o
—Hlully < flully <
P

i.e. |||l et [|-]l; sont équivalentes sur ¢(RM).
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Une deuxiéme conséquence

20. Si on combine les résultats des questions 11 et 16, avec p = 1, on sait qu'il existe (a1, 1) €
(R**)? tels que

k
Y(ay,aqz,...,a;) € Rk, a1||(a1,a2,...,ak)\|]§ <E (

k
D> aXi
i=1

k
) < Bill(ar, az, ... ax)ll3

La loi conjointes des VA indépendantes X; est:

V(El, €2y vy ék) € {—1, 1}k, P ((Xl,XQ, ceey Xk) = (617 €, ... ,Ek)) = —
Il suffit de revenir a la formule de transfert pour calculer 'espérance

k
> aiXi
=1

k
g ;€4
1=1

) _ Z P ((X1,Xo2,...,Xk) = (€1,€2,...,€))

(€1,€2,.pe)E{—1,1}F

1 k
Y Y

(1,62, 6)€{—1,1}F | =1
21. On considere I'application linéaire:
T:RF - R"
k
(a1, a2, ax) = (O Gi€) (e ca )l 1130
i=1
Soit (ay,as,...,a;r) € kerT. Soit (e1,€a,...,€ex) € {—1,1}*: on a aussi (e, €a,..., —¢€;,...€x) €
{—1,1}F et
k k
(0 = ) Z €505 + €ja; = Z €505 — €0
j=1 j=1
J#1 J#1
—~0; = —a;
sa; =0

ce qui montre que ker 7 = {0}, T est injective et réalise un isomorphisme de R* dans Im 7T, et en
particulier dim(Im7") = k.
On a de plus d’apres la question précédente Vo = T'(aq,az,...,a;) € ImT,

k k
arnl|(at,az,...,ap)|5 < |z|F" < Binll(ar, az, ..., ar)|5 (5)

k
(l=ll3")* = > (D aiei)?

(e1,€2,6)E{—1,1}F =1

k
= (Z CLZ2 +2 Z ejekajak)

(er,e0,0ep)E{—1,1}F =1 (3,k)ElL,n]?
j<k

k
= nz a? +2 Z Z €j€Laiag
i=1

(j»k)e[[Ln]]Q (617627“'76]9)6{7171}1C
i<k
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Dans la derniere somme, il y a exactement:
— 2k=2 gléments de {—1,1}* pour lesquels
— 2k=2 gléments de {—1,1}* pour lesquels
— 2k=2 gléments de {—1,1}* pour lesquels
— 2k=2 gléments de {—1,1}* pour lesquels

)= ( ), et donc €je, = —1.
€5, €k) = ( ), et donc €je, = —1.
€j,€x) = (—1,—1), et donc €je, = 1.
€j,€x) = (1,1), et donc €je, = 1.

Z Z €j€La;ar = 0

(4,k)€[1,n]? (€1,€2,....€k)E{—1,1}F
i<k

1
1

o~~~ o~

ce qui montre que

puis

k
=5 = V/nll(a1, a2, ..., ax)|5

L’inégalité 5 s’écrit alors: Vo € Im T,

arvnlelly” < 2" < Brv/nlells” (6)
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