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Partie I. Autour de ’adjoint

1. Sion pose

z1
Z2

l‘p.fl
Tp

les coordonnées de x dans la base orthogonale %,

en posant

apg =

l(ez;—l)
L l(%) i

ce qui démontre l'existence de ag tel que
l:F—>R
x +— (ag, x)
Pour I'unicité, si on suppose

Ve € E, (ax) = (u,2)
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il suffit d’appliquer pour i € [1,p] a = = e; les vecteurs de la base orthogonale pour voir que les
coordonnées de u et ag sont identiques et donc u = ag.
2. Sion fixe y € F, 'application
ly: FE—R
x = (u(z),y)

est linéaire.
D’apres ce qu’on vient de voir, il existe donc un unique z, € E (dépendant de y) tel que

Ve e B, l,(z) = (u(z),y)

= <Zy7x>

3. Soit A €R, (y1,12) € F2

Ve € B, (2xy4y02) = (u(x), Ay1 + y2)
Mu(z), y1) + (u(), y2)
Mzy,, @) + (2y,, T)

= (Azy, + 2y,, T)

11 suffit d’appliquer cette égalité aux vecteurs x = e; de la base orthogonale de E pour arriver a
la conclusion

Rayi+y2 = Azy, + 2y,
i.e. I'application

Y= 2y

est linéaire.

4. Notons

A= Matz,,, %, (u”)

V(Z,]) € [[17”]] X ﬂl,p]], aij = <ei7U*(fj)>

donc on a bien Matg, 4, (u*) = 'A.
Il s’ensuit que
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puis
Mat g, 2, ((u*)*) = "Matg, 2, (u*)
= (')
=A
= Maty,, 2, (u)

ainsi (u*)* = u.

5. Soit x € keru et ¥ = u*(y) € Imu*.

ce qui montre Im u* C ker u™.

Puis d’apres le théoreme du rang,

dim Imu* = rang(u")
= rang(u)
=dim F — dimkeru
= dimker u*

On peut ainsi conclure Im u* = ker u'.

6. Soit x € F.
lu(@)|? = (u(z), u(=))

= (z,u” o u(x))

cela montre ker u* o u C kerwu. L’inclusion inverse étant triviale, on a

ker u* ou = keru

On sait que Imu* ou C Imu*, et

dimImu* ou =dim F — dimkeru* ow
=dim F — dimkeru
= dimker u*

= dim Im u*

donc finalement Im v* o u = Im w.

7.
kerw = keru* ou N Imu*
= ker u N Imu* (cf. question 6)
= (Im ’LL*)J_ NImu* (cf. question 5)

= {0}

et comme on est en dimension finie cela équivaut a w est un isomorphisme de Im u*.
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Si on choisit une base adaptée a la décomposition £ = keru & Imu*, la matrice de u* o u est
diagonale par blocs:

\%% 0 taille rang(u*)

0 0 taille p — rang(u*)

rang(u*) p — rang(u*)
avec la matrice W € M ape(,+)(R) inversible. La matrice M = tAA est donc semblable & cette

matrice, i.e. il existe un matrice orthogonale P telle que

M =PM'™P (1)

8.

8a. D’apres la question 5 en inversant le role de u et u*, on a

F =Imu @ ker u* (2)

par unicité du supplémentaire orthogonal, on a

ker u* = ker

Soit X € Imu. QX = X, donc

AQX ='AX
Soit X € keru*. QX =0, donc

AQX =0

='AX
En vue de I'égalité 2, on peut conclure
tAQ =14
8b.
Tr Q = rang(ﬂ) (pi est un projecteur)
=dimImu

= rang(u)
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9. D’apres I’équation 1, M est inversible si et seulement si M est inversible. Cela équivaut a
dimImu* =p
< rang(u®) =p
< rang(u) =p (cf. question 4)
< rang(A) =p

10.

10a. A(M)~!'A est la matrice d'un projecteur orthogonal 7 car
(AM)~HA)2 = A(M)~HTAA(M) LA
~~

=M
= AM)1A
et
(A1) = A' () ~HA
= A('M) 1A
= AM)7tA

donc Im7 C Imwu. et
dimIm 7 = Tr(A(M)1A)
= Tr("AA(M)™)
—~~
=M
==13(40
=p
= rang(u)
=dimImu
donc finalement @ = 7 i.e.
Q=AM)"""A

10b.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy.random as rd
import numpy.linalg as al

def Calcule_Q(a):
if np.shape(a) [1] != al.matrix_rank(a):
print("La matrice A n'est pas de rang p.")
return
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m = np.transpose(a) @ a
minv = al.inv(m)

return a @ minv @ np.transpose(a)

11.
IXMX =1X1T4AX
=(AX)AX
= (AX, AX)
= [|[AX[* >0

Partie II. Minimisation d’une fonction quadratique

12.
2(Jo(X + H) = Jo(X)) = |[A(X + H) = Y| - [AX - Y|
= (AX+H)-Y,AX+H)-Y) - |[AX - Y|
= (AX —Y + AH,AX —Y + AH) — ||[AX - Y|?
AH,AX —Y)+ (AH, AH)
H,'"A(AX —-Y)) + (AH, AH)
H,'AAX —'AY) +'H'AAH
H,D(X))+'HMH (3)

o~ — o~ o~

2
2
=2
2(Jo( X+ H)— Jo(X)) =2

Voir ’encadré plus bas pour faire le lien avec le gradient de Jj.

13. Si D(X) =0 alors

1
VH € Mp1(R), Jo(X + H)— Jo(X) = 3 'HMH >0 (cf. question 11)

ce qui montre que X est un minimum global.
Réciproquement, supposons D(X) # 0 et appliquons ’équation 3 & Hy = —AD(X), A > 0. On
obtient

Jo(X + Hy) — Jo(X) = —A(D(X),D(X)) —%)\2 'D(X)MD(X)
—_—

>0

=, ~MD(X), D(X)) +0())

Cette expression est du signe de —A\(D(X), D(X)) au voisinage de 0, c’est-a-dire si on choisit
A > 0 suffisamment petit, mais alors

Jo(X —|—H)\) < Jo(X)

contredisant le fait que Jp(X) est un minimum global.

14. Notons y € F le vecteur dont la représentation matricielle est Y. D’apres la question 7, u*ou
est un isomorphisme de Imw*, il existe donc un unique zg € Imu* = kerut tel que u* o u(xg) =
u*(y). Ce qui s’exprime matriciellement par exactement ce que 1’on veut:

3Xo € R?,  Spnker At = {Xp}

15.
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On doit faire ici le lien avec le gradient de la fonction a optimiser:

1
J(X) = 514X — Y

:%(AX—Y,AX—Y)
1

= itAX —-Y(AX -Y)
1 1
S XTAAX — Y AX + 5 Yy
Si on note, pour f: RP — R,
of
Vxf===
xf=35%
o T
0x1
of
Oz
of
0xp—1
of
L Oxp ]
Il est utile de connaitre les formules
OXMX
——— =2MX
0X
si M est une matrice symétrique, et
0oBX
= _i
0X

(Faire l’analogie avec la dérivation par rapport & une variable réelle.)
Ainsi

0Jy
=—(X

0X (X)
=1AAX —AY
= D(X)

VxJo(X)

15a. D’apres la question 5, M, 1(R) = ker'A @ Im A. ou encore
F =keru" ®Imu

*

On sait alors que U

,, est un isomorphisme de Imu vers Im u*.

D(X)=0
SIAAX =AY
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SUAX = tAQY (cf. question 8a)

& AX = QY (au vu de la remarque précédente car AX, QY € Im A)

15b. D’apres 15a,
AX — Xp) = AX — AX)
=QY — QY

ie. X — Xy € ker A.
On a ainsi

X= Xo +X—-—X
———

Cker AL Eker A

Le théoréme de Pythagore nous donne
X112 = 1 X1 + | X = XolI? > [1Xol|?
N———

>0
si X 75 XQ.
15c. Sirang(A) = p, d’aprés 9 M est inversible,
Xesy
<D(X)=0
& MX ="AY

& X =M1ttAy

16.
16a.
T = |z
=Q2)Qz
— tZ tQQZ
= tZQQZ (Q est un projecteur orthogonal)
E tZQZ (Q est un projecteur)
16b.

def simuleT(a,sigma):
n = np.shape(a) [0]
z = np.random.normal (0, sigma, size=(n, 1))

return np.transpose(z) @ Calcule_Q(a) @ z

16c.

def esperance(a,sigma):
sum=0
for i in range(1000):
sum += simuleT(a,sigma)
return sum/1000
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16d. Pour o = 1, on peut conjecturer que E(T") = rang(A) = p.

16e. Le prgramme représente E(7') en fonction de o, pour o € [1,6]. On peut penser que les
points sont sur une parabole, et comme de plus comme pour ¢ = 1, on peut conjecturer que
E(T) = rang(A) = p et pour ¢ = 0, E(T) = 0, une conjecture raisonnable est:

E(T) = po?
16f. Déja
Elz{] = o2, + (E[z1])’
= 0% + (E[z1])?
g 0'2
Puis,

Par puissances comparées

donc

De la méme maniére avec une intégration par parties,

E[z{] = /+00 .’E467.§7§ dz
b 0

3]0 +oo 22
= [—02.%36_07} + 302/ r2e o2 dx
0

0
+oo 22
= 30’2/ 22e o7 dx
0

= 30°E[23]
= 30*
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16g.
=70z
= > #Qiyz
(‘,j)E[[ln]P
St ¥ s0unt T uQus
(i,9)€ll,n]? (i.4)€[Ln]? =Qj
1<J 7<t ’

n
=2 QA +2 D, wQi
=1 (i.4)€[1n]?
i<j

T = ZQ“Z +ZZ Z Zle,]Z]

=1 j=1+1

En utilisant la linéarité de ’espérance et I'indépendance des z;, on obtient

= ZQi,iE[Z?] +2) > QisBlaz)

i=1 j—i+1

_ZQ’L’LG +2Z Z ng Z’L Zj]

=1 j=i+1
2
= E Qi o
=1

= Tr Qo?
= dimIm Ac?
= rang(A)o?

On vérifie la conjecture faite en 16e.

16h.

E[T1To] = ZQka Z Qi,j2k2i%j]

= 1] i+1

—ZQka Z Qi,jE[2k2i2]

=1 j=i+1

Sik#iethk# 7,

E[ZkZiZj] = E[Zk]E[Zi}E[ZJ]
=0
Si k=1,
Elz12i%j]) = E[2Z]E[2]
=0

car z; et z; étant indépendante, zf et z; le sont aussi. Le cas k = j est similaire.



CONCOURS HEC ESSEC 2025 MATHEMATIQUES APPROFONDIES 1

Au final,

E[T1Ty) =0

16i.
=E| Z Qi k Z Qii7; 2]
= ZQk‘k‘ZQ’L’L 2223

= Z Qi 1Elz] + Z QrkQiiE[272]]
k=1 (i,k)€[1,n]?
i#k
=3 Z Qz,k04 + Z QrxQi K[z E[27]
k

=1 (i,k)e[1,n]?
i#k

3

=3 Z Qi,k04 + Z Qi Qi o
k

=1 (i,k)€1,n]?
ik

3

n
=12 Qi,ﬁZQi,H Z QrrQii | o

k=1 k=1 (4,k)€[1,n]?
i#k

= | 29+ Z Qi Qi | o

(i,k)e[1,n]?

(2(1 + (Z Qi,i)2> ot

= (2q+ ( rang A))?) o

E[TT] = (2¢ + p?)o*
1
T3 = 1 Y. Qigaiz > Quizka
(i,4)€[L,n]? (k,))e1,n]?
iF£] k#l

On remarque que:

Elzizjzpz] =

{& si (i,7) = (k1) ou (4, ) = (I, k)

0 sinon

11
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d’ou
o 1 2 4
E[T3] = 1 2 Z Qij|o
(i,7)€[1,n]?
i#£]
1 n
=3 > QiQii— Y Qi
(i) ElLn]2 k=1
1 n n
=5 [ 220 QiQi) —a | o
i=1 j=1
| S —
=Q7,=Qi,
1 n
=3 (ZQH - Q> ot
i—1
1 4
— L(1Q - )0
1
= i(P - Q)U4
16j.

V(1] = E[T?) - (E[T))?
= E[T7] + 4E[T1 T3] +4E[T3] - (E[T])*
=0
= (2¢+p" +2p — 2¢ — p°)o"
= 2p04
L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev nous donne alors:

P(T > p02 +Oép02) < P(|T — E[T” > Oép(fz) car (T > (14 a)po?) C (|T — E[T]| > apc?)
~~
=E[T]
2pot 2

2

< — =
S apot pa

Partie III. Minimisation d’une fonction non différentiable

Voir I'encadré pour 'explication du "non différentiable".

17.
Jlu + to]* — JJul?
[+ o[+ [lull
(u+ tv, u + tv) — [|ulf
lw+ o[+ [[ull
P+ 2w, v) + 2o = Jul
a lw + o[+ [[ull

lu + toll = [ul =

2
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En effet la fonction

J:RP = R

d|BX| 'BBX
X  |BX]|

n’est pas différentiable sur R? entier a cause du terme ||BX]|.
| BX|| est différentiable si et seulement si BX # 0, et dans ce cas

1
X — S| AX — Y|P + |BX]

Du fait de la continuité de la norme z +— ||z||, cette expression admet un développement limité

en 0O:
2t(u, v —|—t2v2 t{u,v
(u,v) +7[ol” >+O(t)
[+ tol| + [lul] =0 [|ull
On a donc bien:
tigg et vl = Jlull _ {w,v)
o ful

18. En reprenant ’équation 3, appliquée & H = —t X, on obtient

J(Xo — tX) — J(Xo) = —t(D(Xo), X) +

2
BXj
= —t'XD(Xo) - t'X'B
HBXoH
BXj
= —t'X(D(Xo) + ‘B )+ o
| BXoll
1 BX| BX 1
Si D(Xo) +'B |BXO ” # 0, alors vect(D(Xp) + BHBXO ”) C RP.

On peut alors trouver X € RP tel que (X, D(Xy) + ‘B ”g§0 H
mais alors pour ¢ > 0 suffisamment petit, on a

J(Xo—tX) — J(Xo) <0

contredisant la minimalité de J(X)).
On conclut donc

BX,
D(Xo) +'B =
1B Xol
ou encore
_D(Xo) = BV
avec
BX,

= e M1 (R
[Bx] € M ()

1
“t*XMX + |BXo — tBX||— | BXo||

(t)

4l

o(t)

~
BX,BX)
1BXll

~+o (t)

) > 0 (quitte & changer X en —X),
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et donc

V=1
IBXo|V — BXo =0

ie. —D(Xy) € N(X())
19.

19a. On a, puisque BXy =0, Vt > 0,
J(Xo —tH) — J(Xo) = —t({D(Xo), H) — | BHI|) + o ()

Pour ¢t > 0 suffisamment petit, J(Xo—tH)—J(Xo) > 0 est donc du signe de —t((D(Xy), H)—| BH|),

ce qui implique

(D(Xo), H) — [BH| <0

19b.
VX € ker B, (D(Xo),X) < |BX]|=0

et

_<D(XU)7X> = <D(XO)7_X>
<[|BX[=0

d’ou (D(Xp),X) =0.
On conclut D(Xy) € ker B+.
19c. D’aprés la question 5 on a donc D(Xg) € Im ‘B:
IW € Mpi(R), D(Xo) ='BW

19d. On a:
M 1(R) =Im B @ ker 'B

Posons

W =W+ Ws

avec (Wi = BV, Ws) € Im B x ker'B, avec V € M, 1(R).

D(Xy) = 'BW

= tBW1 + tBWQ
=0

='BBV

(4)
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19e. On applique I'équation 4 & H = V pour obtenir

|BV|E = 'BVBV
=V'BBV
< BV

ce qui implique |BV| < 1.
Enfin

||BX()HBV — BXQ =0 (on rappelle que BXg = 0)

done —D(Xp) € N(Xp).
20.

20a.

(u, v)

Ju+ ol = (full +
full

2 2
_ MulPlol” = u,v)?

2
[l

20b. D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwartz,

2 2
lulFllo]* — (u,v)? > 0

et donc
2 <U7U>
2 <U,’U>
< (0 fu+of" = ([full+ Tl )?
(u, v)
< lu+ |l = (llu]+ H
ul|
(u, v)
ul|
21.

2la. On pose W ='BV € N(Xy). D’apres I'inégalité 5,

2 2 2
)2 = Jlul® + 2w, v) + ol — Jul* = 2{u, v)

(u,v)?

- 2
[[ull

IBXol(IBX]— |BXol)) = | BXoll(|1BXo + B(X — Xo)||— [[BXol)

> (BXo, BX — BXy)

= | BXo[(V. BX — BXj)
= | BXo|('BV, X — Xo)
= [|BXo|(W, X — Xo)

ce qui donne dans le cas ou BXg # 0,

IBX]|—[|BXo] = (W, X — Xo)
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Dans le cas ou BXy =0,

(W, X = Xo) = (‘BV, X — Xo)
— (V, BX — BX))
= (V. BX)
< |VIIIBX | (Inégalité de Cauchy-Schwartz)
< [BXIi Vi< v
= [|BX]| = || BXol

21b. On applique I’égalité 3 & H = X — Xj:

T(X) = J(Xo) = (D(Xo), X — X} + 5 (X = Xo)M(X — Xo) +|BX|| - | BXo

>0(cf. 11)
(D(Xo), X — Xo) + | BX| — | BXo|
(D(Xo), X — Xo) + (W, X — Xo)
(D(Xo) + W, X — Xo) (6)

VoV

22. Les questions 18 et 19 ont montré

Xo € M, 1(R) réalise le minimum global de J = —D(Xy) € N (Xy)

Supposons maintenant —D(Xy) € N(Xp). D’apres ’équation 6, appliquée a W = —D(X)),
VX e Mp1(R), J(X)—J(Xo) > (0,X—-Xo)=0

ce qui montre que X réalise le minimum global de J.
Ainsi

Xo € M, 1(R) réalise le minimum global de J < —D(Xy) € N (Xo)

23.

23a. Posons
f:R™ SR

T

_r
(A +x)?
f est définie et dérivable sur R™*, et
—z2 4+ \?
F@=orar
Vo €0\, f'(z)>0
Vz € |\, +oof, f'(x)<0

ce aui montre que f admet un maximum atteint en A, qui vaut

O =4
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ce qui permet de conclure

k
YA €0, 400, F(\) = -1+ fad)y?
i=1

k
2
< Sl Z v; (7)
1=1
23b.
F)=—-14+pY)>0
F' est strictement décroissante sur [0, +oo[ et limy_, 400 F'(A) = —1
F réalise donc une bijection de [0, +oo[ dans | —1, —14p(Y')], ce qui prouve l'existence et 'unicité

de Ao €]0,400[ tel que F(N\g) = 0.
D’apres 'inégalité 7, on a de plus

D’apres la question 22, il suffit de vérifier que —D(Xy) € N(Xp). Or,
D(Xg) ='AAX, —'AY

=Xy-Y
=By

23c.

VI = p(Y) si p(Y) <1
) Fo)+1=1 sipY)<1

donc |V < 1.
D’autre part,

M2 T [y T
B+af
Q2Y2

a%‘. 0 B+o2

B*V =
2 XYk
Yk k B+ai
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3
aqy1

aq Y1
az 0 Y2

BY =

oy k| Yk

a1y

a2Y2

Donc on a:

BX, = BY — B*V
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_ - B a3y1 T
a1y1 5 jra%
a2Y2 04%242
; Btaz
kY a3 Yk
B+a
0 0
- O - 0
[ Q1y1 7 ) )
Btaf
a2Yy2
B+
=4
Oék.yk
Bty
0
0
=BV
(i) Si B =0,
BXy=0
= | BXo|lV

(ii) Si B = Ao, on a vu que |[V||=1 et donc encore
BXy = ||BXy|[V
Dnas tous les cas on a montré —D(Xy) € N(Xp).

23d.

def FoncSom(alpha,y,lda):
n = np.size(y)
k=np.size (alpha)
alpha = np.pad(alpha, (0,n-k))
z=[k**2/(1lda+k**2)*x2 for k in alpha]
return np.inner(z,np.square(y))-1

def CalcBeta(alpha,y,epsilon):
a=0
b=0.25*np.sum(np.square(y))

while abs(b-a) >= epsilon:
c =a+ (b-a)/2
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if FoncSom(alpha,y,c)<0:

b=c
else:

a=c

return c

def CalcSolution(alpha,y,epsilon):
n = np.size(y)
k=np.size(alpha)
alphal = np.pad(alpha, (0,n-k))
rho = np.inner(np.square(y),np.pad([1/a**2 for a in alphal, (0,n-k)))
beta=0

if rho > 1:
beta = CalcBeta(alphal,y,epsilon)

z=[k**2/ (betatk**2) for k in alphai]

return y-np.multiply(z,y)
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