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1.
Tout découle directement du fait qu'une somme de 2 fonctions DSE est DSE.
Soit (f,g) € D,(R)%. f + g est DSE sur U, et

+oo
VEeU, (f+9)(t) = (an+b)t"
n=0
Soit (P, Q) € D,(R,[X])% P+ Q est DSE sur U, et
Va € Up, (P+ Q)]t:a = Lt=q + Q\t:a
= fola) + fi(a) X + -+ fu(a) X" + go(a) + g1(a) X + -+ + gn(a) X"
= fo(a) +go(a) + (fi(a) + g1(a)) X + - + (fala) + gn(a)) X"
= (fo+go)(a) + (fr+g1)(@)X + -+ (fn + gn)(a) X"

Soit (f,9) € Dp(Mpm(R))% f+ g est DSE sur U, et

(a1 +b11)(t) (a2 +0b12)(t) ... (@im + bim)(?)
VieU, (f+o)t)= (a1 +b21)(t)  (age +ba2)(t) ... (a2m + bam)(t)
_(anl +ba1)(t)  (an2 +ba2)(t) ... (Gnm + bnm)(t)_

Un produit de deux fonctions DSE est DSE et: Soit (f,g) € D,(R)2. fg est DSE sur U, et
+o00

Ve Uy (f9)(t) = 3 (3 arbu i)t

n=0 k=0

A cela on ajoute le fait qu'une somme de n fonctions DSE est encore DSE donc: Soit (f,g) €
D,(M,(R))?. fg est DSE sur U, et

Yoy (anbin)(t) S0 (anbi2)(t) ..o D0 (a1ibin)(t)

Vee U, (fo)(t)= E?=1(afibi1)(t) Z?:1(a'2ibz'2)(t) Z?:l(a%ibin)(t)

>oii(anibin)(t) 370 (anibi2)(t) oo D0 (anibin)(t)
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Les coefficients d’un DSE sont déterminés de maniére unique par f a travers la formule:

1 n
an = nl (0)

Si le DSE sur U,,r < p est nul, la restriction de f a U, est nulle, et donc les coefficients de son
DSE sur U, sont tous nuls, et f est nulle sur U,. Cela montre I'injectivité du morphisme d’anneaux:

D,(R) — D,(R)
f flu,

Soit 7 € R™, r < p. L’application:
Il : Dp(R) — RT

+oo
) lalr”
n=0

est bien définie.
400
IAfllr =D [Aan| 7"
n=0

—+00

= AID_ lan| "
n=0

= ANl

puis

“+o00
£l =0 an|r™ =0
n=0

&VneN, a,=0 (car r > 0)
< f=0

+o00
1f+glr= Z |an + b | 7"

n=0
+o0

<Y (|an] + [ba])r"
n=0

= (171l + llgll-
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ce qui finit de montrer que |||/, est une norme sur D,(R); de plus elle est sous-multiplicative car
n
> arbn
k=0
+o00
Tn

n
<D "D lak] 1ba-il
=0

n=0 =

+o00

gl ="

n=0

+0co n

= Qag|T n—k| T
2 2 o]t ooyl

n=0 k=0
= [[fll-llgll-
5.
On a
+oo
vt e U, ’fn(t)’ = Zanptp
p=0

—+00
<D lang| 1t
p=0

+oo
< Z |anp| "
p=0

= lIfall-

qui est par hypothése le terme d’une série numérique convergente. Donc ) -, fn converge nor-
malement vers f telle que

“+o00 +0oo

Vte U, f(t)= ZZanptp

n=0 p=0

At fixé dans Uy, n € Nfixé, 3 - anpt? converge absolument et la somme est majorée par | fi |-,
=
qui est le terme d’une série convergente. On peut inverser les sommations dans la série numérique
double ci-dessus et

+oo 400

Vte U, f(t)=> O an)t’ € Di(R)

p=0 n=0

On a aussi

N 400
Hf - an”?“ = H Z anr
n=0

n=N+1
“+oo

< D Ml = 0

n=N+1

car c’est le reste d’une série numérique convergente.
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a. Quitte a diviser f par f(0) # 0, on peut maintenant supposer f(0) =1 car

Lepmy oY epm)

f f

b. fg € D,(R) et sa somme et le produit de cauchy de f(t) et g(t):

“+00 +o00

(f9)(t) = Z Z arbn—kt"

n=0 k=0

donc par unicité du DSE;,

Vte U, f(t)g(t) =1< Zakbnfk:() sin>0

k=0
boao = b() =1
n
o= —> apbp_p sin>0
k=1
boao = bo =1

c. La définition du rayon de convergence d’une série entiére est

R =sup{r >0, |a,|r" est bornée}

donc comme Ry > p > 5> 0,
(aps™) bornée < IM >0 VneN, |a,|s" <M
1

©IM>0 VneN, |a,|<M—
S

d. Ona |bp] =1 < (2¢)°, puis supposons que la propriété est vraie jusqu’au rang n — 1 > 0,

Z agbn_p

|bn| =
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e. On a montré que

donc le rayon de convergence de 27@0 byt" vérifie Ry > i > 0 et donc g est bien définie sur un

intervalle de longueur non nulle et

vt € Umin{Rg,p}a f(t)g(t) =1

On a 0,1 € D,(R), qui est de plus stable par opposé, somme, produit. De plus, si f,g € D,(R)?,

avec f # 0, on peut poser f(t) =t f(t) avec f(0) # 0.

fg=0VtecU, f(t)g(t)=0
eVteU, f(Hg(t)=0

=Vt e Umin{p,R(%)}(# Q)a f(t)f(t)g(t) =0
S VEE Uningprdyy 91 =0

9y
evtelU, g¢(t)=0 (d’apreés le raisonnement déja fait en 3)

< 9="0p,®)

D,(R) est bien un anneau intégre.

8.

a. L’application
D,(R,[X]) — R*

n
P=fo+ X+ -+ fuX" = || fillrs’
i=0
est bien définie car r < p.

IAPllrs = Y lIAfills’
1=0

= DI illes?
1=0
= (APl

n
1P+ Qllrs = ZHfz + gillrs*
=0
n .
<D fill + llgill)s'
=0
= [[Pllrs + 1Q1]rs
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[Pllrs =0« ZHszrSl =0
=0
evie0nl, Ifil.=0 (s>0)
<:>Vi€|10,n]], fi=0
< P=0

Donc ||.||»s est bien une norme.

b.
n m ) )
PQ=)_> figi X"
i=0 j=0
n+m 1
= fig—i X'
1=0 j=0
d’ou
n+m 1
l
1PQlrs = 11> figi—3X"lrs
1=0 j=0
n+m 1
l
= Z HZ figi—jllrs
1=0 ;=0
n+m 1
<Y llfig—iles’
1=0 j=0
n+m 1
l
<O D M filellgi—jlies (cf. 4)
1=0 j=0
n m ) )
=3 Y I fillrllgsllrs™
i=0 j=0
= ||PH7"8HQ||TS
9.

a. At fixé, on fait la division euclidienne du polyndéme A(t) par B(t) # 0, ce qui donne un unique
couple(Q(t), R(t)) € (Rp—aq[X] X Rg—1[X]). On définit ainsi implicitement, de maniére unique, une
fonction

Up — ]Rn_d[X] X Rd_l[X]
t— (Q(), k(1))
Reste & montrer que les fonctions @, R sont dans D,(R,,_q[X]) et D,(R4—1[X]), respectivement.

Cela vient du fait que B est unitaire car alors, en notant respectivement a,b,q,r les fonctions
composantes de A, B, (), R respectivement, on obtient par identification des coefficients pour tout
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Gn—d X 1 =ay

Gn—d—1 X1 =ap_1— Qn—dbd—l

Qo x1=aq— Z

et

min{d,n—d}

QPbd—p
p=1

montre, par une récurrence immédiate, puisque D,(R,[X]) est un anneau, que @) puis R sont dans
D,(Rp—q|X]) et Dy(Rg—1]X]), respectivement.

b. On multiplie les équations 1 par une puissance de X adéquate pour reconstruire la fin de la

fonction A:

anan = aan
Qn—d—an_l = anlen_l - Qn—an_dbd—le_l

qud:adXd— Z

En ajoutant on obtient:

XQ

n—1
SXQ+> Y aXxtnx!

i=d k+Il=t

On remarque que:

n—1
IX9Q+> " Y au X 0 X! ||

i=d k+l=i

n n—1
= E aiX’ — E
i=d i=d

min{d,n—d}
GpXPbg_p, X 7P
p=1

Z G X" X!
k+l=i

coeff. i du produit Q(B — X%)

n
-3 ax
i=d

n—1
> 1X9Qlrs = 1D Y anX X" s

i=d k+l=i
n—1
= SdHQHrs - HZ Z QkalelHrs
i=d k+Il=t
n—1
> SdHQHrs - HZ Z QkalelHrs
1=0 k+Il=t

= SdHQHrs —Q(B - Xd)Hrs

= SdHQ”rs - HQHTSHB - Xd”?”s (Cf~

8.b)
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On prend maintenant la ||.||,s de ’équation 2 pour avoir:
n
||Q”r5(5d — B - XdHTS) < Hzain”rs
i=d
< [1Allrs

on obtient la majoration voulue si s — ||[B — X9|| > 0

[[Als
1B = Xlrs

<
1Qlls < =

De plus on a:
A= QX? +QB-XH+R
——
valuation>d
donc Vi € [0,d — 1],
coeff. i de Q(B — X)) x X' + 1 X" = 4; X°

En sommant puis en prenant la norme ||.||,s,

HR”TS - HQHTSHB - XdHrs < HAHTS
= IRllrs < [1Allrs + 1Qllrsl B = X|lrs
IAllrsll B — X|lrs
= R|,s < |4
|| Hrs || ||Ts + g4 — HB _ XdHrs
d
s All s
& Rl|rs <
il < 5~ X,

10.

R étant de degré < d — 1 et F' unitaire, F' + R est unitaire de degré d. De plus la division
euclidienne:

Pi—g = Qi=0Fjt=0 + Rjt=0
= Qu=oX’+ R0

et le fait que Pj;_¢ est de valuation d, montre par identification des coefficients de X 7. < d montre
que Rj;—g = 0.
On voit aussi que go(t = 0) =1, ott gg € D,(R) est le coefficient constant de Q.

11.

Ecrivons:

Qo =qo0+qaX + -+ qO,n_d_anfl + xn—d

de sorte que

1Q0 = Llss = llao.o = Uls + llgo,tllss + - + lldom-a—1llss" 4" + 577
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Il faut remarquer que du fait de la continuité en 0 d’une somme de série entiére,

tim| £} = |£(0)

Ainsi on a:

et aussi

lim|lgo,0 — 1f|s =0
s—0

puisque ¢(0,0)(t = 0) = 1, d’apreés la remarque a la fin de la question 10. Ainsi,
lim||Qo — 1||ss =0
s—0

On fixe s € |0, p| tel que

Vr < s, HQO - 1“55 <

[N

par croissance de r — || f||,, on a méme:

Vr < s, ”QO - 1”?‘8 < ||Q0 - 1”85 <

=

Ensuite,

SidHFO - XdHTs = ||f0”7’57d + ||f1HT’37d+1 et Hfd—l”rsil

Comme on a

Vje[0,d—-1], f;(0)=0

d’aprés ce qui précéde
p qul p

lim s™4||Fp — X%|,s =0
r—0

De la méme maniére,

lim s~ || Ro|,s = 0
r—0

On fixe r < s tel que:

ap = S_dHFO - XdHrs <

co = 5| Rolls <

S‘ —_ =

On a aussi:

ﬁO = ||Q0 - 1”1"3 <

S| =

Pourceretcesonabienao—i—Qeo<%etﬁo—i—méé.



10 CONCOURS X 2023 MATHEMATIQUES B - MP

12.

Qiv1Fip1+ R =P
=Q;F; + R;
=Qi(Fiq1 — Ri) + Ry

ce qui donne bien

(1-Qi)Ri = (Qiy1 — Qi) Fig1 + Ripa

13.
On a:
Qi1 = SidHFH—l - XdHrs
=5 Y F,— X+ Ri|s
SidHFi - XdHTS + Sid”RiHTs

=0a; + 6

N

D’autre part,

(1-Qi)Ri = (Qit1 — Qi)Fir1 + Ripa
= Rip1 + (Qip1 — Q)X + (Qiy1 — Qi) (Fip1 — X9
=1 = Q) Rillrs = |Rit1 + (Qit1 — Qi) X lrs — Qi1 — Qi) (Fig1 — XVlrs
> ||Rip1 + (Qis1 — Q@)X rs — Qi1 — Qi)llrsll (Fi1 — Xl
= |Rit1 + (Qir1 — Q)X lrs — Qi1 — Qi)llrss%ips (3)

Or on remarque que comme R;11 est de degré < d, on a (on perd des termes positifs)

[Rit1 + Qi1 — Q)X s = 1(Qiv1 — Qi) X s
=|Qit1 — Qillrss®

Reprenons en 3:

(1 = Qi) Rillrs = s¥Qit1 — Qillrs — (Qis1 — Qi)llrss®aisa
= Sd”Qz‘H — Qillrs(1 — aiy1)
= 57|Qis1 — 141 = Qilrs(1 — ait1)
> 54 (Bip1 — Bi)(1 — aig1)

Puisque [|(1 — Qi) Rillrs < ||1 — Qillrsl| Rillrs = s%B;€; on a bien
Bi€;

Bit1 — i < ———
1—ait
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enfin on repart de 3 pour obtenir:

|Riv1llrs < [|Qit1 — Qillrss®airn + s%Bie;

B.e,
< sl 4 sTBie
1—aip
_ Bies”
1—aip
d’ou
. Bi€i
+1 X
1 —aip
14.

On fait une récurrence sur 7 € N sur les 3 inégalités en méme temps car elles semblent difficiles
& découpler. La propriété est triviale pour ¢ = 0. Supposons que la propriété est vraie pour un
certain entier ¢ > 0.

Qi1 < o+ €
<ap+2(1—2"e +2 %
=ap+2(1-2""he
et
.
Bit1 < Bi + #
— Q4]
i Bi€i
< 127 :
fo+( ot T T — g
i Bi€i
— 1—27¢ :
fo+( )60+1—a0—260+2_%0
< Bo+ (1 _2—i)€0_|_ L
1-— ap — 260
_ 3
<Bo+(1-2"")e + 55@'61’ (4)

D’autre part,
Bier <27 Boeo + (1 —27)2 e
. 1
< 27 Bgeg + (1 — 271)272(5 — ,30)60

. 1 . 1
= 2_22,3060 — 52_2160 + =27

3
1 .. 1
= (Bo — 5)2 e + 52 ‘€0
<0
1
_ o
3«
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En reprenant en 4, on obtient:

p 1 .
Bit1 < Bo+ (1 —2 2)604—52 ‘ep
= Fo+ (1 —2""1)g

Enfin on réutilise pour la derniére inégalité les calculs que I'on vient de faire:

15.
a. Ona

S_dHRi”rs = S_dHFiJrl - Fi”rs =€

<27 %
cela montre, en notant 7; ;,j € [1,d — 1] les fonctions coefficients de R;, que
Vie N, |ryll. < HR s

<27
& VieN, |rijllr <2 st

N

c’est le terme d’une série numérique convergente; d’aprés la question 5, ;o7 ; converge vers
g € 'DT(R). Or

n n
orig =Y fivrg— fij
=0 =0

= fnt15 — fj

montre que la fonction composante f; ; converge vers une fonction de g; + f; € Dr(R), et ce pour
tout j € [0,d — 1]. Mais alors, comme

Fi:fi,0+fz',1X+~--—|—fi7d71Xd—1+Xd

d—1 d—1
d
| F; — EO fi+95) XJ + X rs = EOHfm fi— QJHrS Z,_:OOO
j= J

montre que F; converge vers

T
L

(f; +97)X7 + X € D (RalX])

[
Il
o
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b. De la division euclidienne P = Q;F; + R;, on déduis des équations similaires aux équations 1,
qui montrent , dans cet ordre, que les fonctions composantes ¢; ,—d, @i n—d—1,---,4,0 de @; con-
vergent pour la norme [|.||, dans D,(R). Ainsi la suite @ converge pour ||.||;s vers un certain
G € D, (R,,_4|X]).

Par passage a la limite on obtient :

P=FG
16.
On a montré le théoréme dans le cas A = 0, P unitaire et P;jo (0) = f4(0) = 1. En fait, quitte a
remplacer 3; = ||Q; — 1]|s par B8; = ||Qi — f4(0)||»s on peut obtenir le résultat a la seule condition

que f7(0) # 0( hypothése utilisée dans la question 10); il faut alors partir de Fy = X? par ailleurs
pour s’assurer (F;)—o = X? et F; unitaire'. Ainsi, dans le cas général, posons (Xp‘iijo)d()\) = #0,
en remarquant que

P € D,(R,,[X]) unitaire, avec A racine de P;—, de multiplicité d

& P(X + )) € D;(R,[X]) unitaire, avec 0 racine de P, de multiplicité d

On trouve ainsi F' € D, (Ryq[X]) et G € D;,_q(Ry[X]) tel que P(X + \) = FG et Fj,—g = X?. Mais
alors on a

P=F(X - NG(X =\

avec F((X — A)j=o = (X — M4 ce qui démontre le théoréme.
17.

On applique le théoréme précédent & X2 — f € D,(R2|X]), qui nous fournit F,G € D,(R:1[X])
tel que P = FG et Fi—g = X — /f(0). Posons FF =X —g; et G = X — g9, on a:

X2 f=X?— (g1 +92)X + g102

Cela montre que g1 = —go et g7 = f sur Up.
De plus f est continue en 0, donc il existe py < p tel que V¢t € Uy,  f(t) > 0. Sur cet intervalle
on peut donc écrire g1 = /f.

18.
Ms—¢ est une matrice symétrique réelle, son polynoéme caractéristique est scindé sur R.
19.

On A
x =FG

avec x, F' € D,(R,[X]), unitaires donc G =1 et x = F.
M;—¢ est diagonalisable car symétrique réelle, et comme elle posséde une unique valeur propre
A de multiplicité n, My—q = M. M — AI, est donc une matrice symétrique dont les coefficients

1On nutilise pas le fait que P est unitaire, mais on n’utilise pas non plus, sauf erreur de ma part, I’hypothése
de I’énoncé “fq est la fonction constante égale a 1”7 (& part pour s’assurer que Fy est unitaire). Toutefois pour se
rammener & ce cas, on pourrait alors penser a multiplier P par ﬁ en utilisant la question 6, mais dans ce cas P
n’est plus unitaire. Erreur d’énoncé 7
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sont des sommes de séries entiéres nulles en 0, donc de la forme tZ;ﬁB apt™. Autrement dit,
dMy € D,(Sn(R)) C Dy, (Sn(R)) tel que

M = A, + My

20.
On a:

X|t=0 = F|t:0G|t:0
= (X - A)dG|t:0

et de plus G;—o(\) # 0. On diagonalise maintenant M;_:

A 0 ... 0 0 ... ... 07
0 x ... 0 :
o ) taille d
_ 0O 0 ... A0 ... ... 0 T
Meo=F1lo .0 x 0o .. o [T
0 A : taille n — d
10 0 0 An—d] )
avec P € O,(R). On peut vérifier facilement qu’on a alors:
By = G1=0(M|1=0)
(G 0. 0 0 0 ]
0. G0\, ;
B 0. 0 GO O 0 T
=Pl 0 GOA) 0. o |7
0. G(x2)
0 0 0o 0 G(hn_a))
G\ 0. 0 0.ooovn.. 0]
0 G\ :
B 0. 0 G(A) 0. 0| r
=Pl 0 0 0.0
0 0
0 0 0..eo.... 0




puis

On pose alors

et

Si on pose

CONCOURS X 2023
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—0(Mji—o)
FOA) 0........... 0 O 0
0. F(N). : :
0o 0 F(A) 0., 0
O, 0 FO\) 0. 0
O, 0 0o 0 F(An_a)
0 0...... | 0 ]
00 :
0. oovnn] 0 Oevreeeeii. 0 | pr
. 0 F(\) 0. ... 0
: 0. F(X2) :
0..on... 0 0ooevvnii.l 0 F(An-a)]
10....... 0
01
U=P|0...... 01
Ocennn, 0
0. 0
0......... 0]
0.0ene.. 0
V=P|10....... 0
01
0......0 1]
P=|P|P|...|P,
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Il est clair que Im(AgV) = Im Ay = vect(Pyi1, Piyo, ..., P) et Im(BoU) = Im By = vect(Py, P, . ..
et
(G 0. 0 0 e 0 ]
oo z
B 0o 0 GO O, 0
Bl oV =PI 0 FO\) 0. 0
: : 0. F(A2) :
| O 0 O 0 F(h_a)]
est inversible.
21.
L’application
p:Uy, — R
t— det@ =det | BU|AV

est continue et ¢(0) # 0. Donc il existe py, < p1 sur lequel det @ > 0, i.e. @ € GL,(R). De plus, en
notant C' la matrice des cofacteurs de @, on a:

1
det Q

T

VieUy, Q'=

Comme D, (Mn(R)) est un anneau, il est clair que 'application ¢ — ct e D, (M (R)). De méme,
¢ € D,y (R), D’aprés le résultat de la question 6, on peut trouver p2 < pj et g € Dy, (R) , tel que

g(t) = det 0

vt € Up,,

Ce la montre que
Up, — Mn(R)
ts Q! =g(t)CT
est dans D,, (My(R)), ou encore Q € GL,(D,,(R)).

22.

a. Ona

B,U|A,V| € GL,(R) = Im(B,U) + Im(A,V) = R"

De plus dim(B,U) < d et dim(A,V) < n — d, donc la seule possibilité est que

Im(B,U) + Im(A4,V) = Im(B,U) & (Im 4,V) = R"

7Pd)
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b. Il est direct que

De plus comme |B,U|AV | € GL,(R),

rang(B,U) = d
rang(A,V)=n—d

D’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton,

0 = Xjt=a(Ma) = Fli=a(Ma)G|i=a(Ma)

montre les inclusions

Im(A,) C ker B,
Im(B,) C ker 4,

Enfin le théoréme du rang donne les relations:
dim(ker B,) = n — rang(B,) <
dim(ker A,) = n — rang(A,) <

n—d
d

qui permettent de conclure
Im(B,U) = Im(B,) = ker 4,
Im(A,V) =Im(A,) = ker B,

23.

On fait un calcul par blocs:

MQ = M |BU|AV

MBU|\MAV

BMU|AMV

Mél

d n—d

car B= F(M) et A= G(M) commutent avec M.
On pose

MP = |M]

17
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de sorte que
MQ =

BM]||AM,

On peut appliquer Im(BU) = Im(B) successivement a toutes les colonnnes de M; pour construire
une matrice M; € My(R) tel que:

BM| = BUM,

De méme comme Im(A) = Im(AV), il existe My € M,,_4(R) tel que

AMY) = AV M,
Mais alors on a:
MQ = |BUM|AV M,
_ My O
~[oolav] o]
_ M, O
=@Q [ 0 M2:|

Comme les 3 matrices Q71, Q, M € D,,(M,(R)), ona My € D,,(M4(R)) et My € Dy, (M,,—a(R)).

24.
Soit X, Y € R™. On fixe a € U,,.
(B,UX)T'AVY = XTUTBI A, VY

Mais B, = Fj;—,(M,) est symétrique, donc

(B UX)TAVY = XTUT B,A, VY
N——

=0
=0

car Im(A,) C ker B,.

25.

On applique le procédé d’orthornormalisation de Schmidt séparément aux colonnes de BU puis
aux colonnes de AV. Etant donné que Im(BU) et Im(Av) sont orthogonaux, on obtiendra une base

de R".
ed]

On note
BU =
On rappelle qu’on cherche le vecteur ¢ de la base orthonormale sous la forme

ellea

U = €; + Nii—1Ui—1 + Niji—2Ui—2 + ... Aj1u1
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on a:

Ve e [l,i—1], wlup=0c \j=—elug

Les coefficient A sont dans D, (R) par une récurrence immédiate, car D,, (R) est un anneau. Ensuite
on norme le vecteur obtenu:

Or on peut trouver ps < po d’aprés les questions 17 et 6 pour que tous les ~1T~ soient dans D, (R)
Uy U

On orthonormalise de la méme maniére les colonnes de AV. On a:

Und] =

up|uz| ... |Ug|v1 || ...
——  Xoieen. Ad1 0 e 0 ]
Uy U1
1
0 T Ad;2
1
0.t 0 NG O 0
BU AV O e 0 L 21 «ovein Mn—d.1
/ﬂ’le)l ) )
0 1
RV A
(| 0 0o 0 ——L
L Un,d”nfd_

ou les A et les pu sont les coefficients aprés la normalisation. La matrice est bien diagonale par
blocs ou les blocs sont dans GL4(Dp,(R)) et GLy,—q(D,,(R)), respectivement, puisque les matrices
inverses sont aussi triangulaires et leurs coefficients sont dans D, (R), suivant la méme logique que
celle décrite juste au dessus.

26.

On peut écrire
[R11 0

0] [R'MiRy 0
0 Ry' -

1 Ry
]Q MQ {0 Ry 0 Ry'MyRy

Cela montre que les matrices R; ' M;R; sont dans D, (S4(R)) et Dy, (S,—a(R)). Une récurrence sur
la dimension permet de conclure puisque si on a deux matrices ortogonales appartenant a D, (My(R))
et Dp(M,,—q4(R)) qui diagonalisent les R, YM;R;, on peut alors écrire

R7Y 07,1 Ry 0] [PDPl 0
[0 R;I]Q MQ{O Rg]_[ 0 Py Do P}

[P o][Dy Oo][PF o0
|0 P |0 Dyf| 0 Pl
et la matrice orthogonale

R O]~ O
o[t w0 »)
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prouve le théoréme car elle appartient & Dyying,, 3 (Mn(R)).
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