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1.

la. On considére la matrice suivante

[z 1............ 17
1 =z

M,=|:

‘x

1 w1
0 1o, 17
10

My=|:
: ol
KR 10

La matrice —My — I, est de rang 1; d’apres le théoréme du rang,

dimker (-My —I,) =n—1

La famille libre suivante, constituée de n — 1 vecteurs propres associés a la valeur propre 1
(multiplier & droite par ces vecteurs colonnes a pour effet de faire la différence de deux colonnes
contigiies) est donc une base de ker (—My — I,,):

—1]1 [ 0] [0 ]
1] -1
0 1
0 0
: -1
0 0 1

L’ordre de multiplicité (01) de 1 en tant que valeur propre de —Mj est donc soit n — 1 soit n.
1
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Or si on pose:

on a:

—Mou = —(n—1)u

En effet, multiplier & droite par le vecteur colonne u revient & faire la somme de toutes les colonnes
de la matrice.

Cela montre que —(n — 1) (# 1) est valeur propre de —Mj, d’ordre de multiplicité o_¢,_1y > 1
Comme d’autre part

01+0_ (1) <N

On obtient, dans cet ordre,

~ 01 + 0_(,—1) = n et donc le polyndme caractéristique de —Mp est scindé sur R: x =
(D)X - D)"Y X +n—1).
—op=n—-leto_,_1)=1
— dimker(—My — I,) = o1 et dimker(=Mo+ (n —1)I,) =1 = 0_¢,_y)
et donc —Mj est diagonalisable et on trouvé ses valeurs propres et une base pour chaque espace
propre.

1b. Revenons a la définition du déterminant:
Ve e R x(z) = det(—Mp — z1I,,)
= (—1)"det(My + «1I,)
— (—1)" det(M,)

Donc,

On a explicité x dans la question précédente, ce qui permet d’écrire:

> e0)2" ) =(z—1)" (@ +n—1)

O’GGn



CONCOURS X ENS 2024 MATHEMATIQUES A - MP 3

2.
Si on prend x = 1 dans I’équation précédente:
Z €(o) =0 (2)
UGGn
Si on dérive I’équation précédente, et on prend la valeur en z = 1
0 ifn> 2,
> elo)(o) = :
2 ifn=2.
O’GGn
on peut trouver une primitive du membre de droite:
/(1: —)"Ye+n—1)dz = /n(az — 1) tde + /(LE —1)"dz
=(z—1)" )"+ K
(o= 1"+ — (o=
Donc en intégrant toujours la méme relation entre 0 et 1 on obtient:
1 1
= dr=(-1 n+1 (1 n
S o) org o= 0
O’GGn
= (=1 n+1L
(=1) n+1
3.
D’apres ’équation 2,
DI SR o
A Y e, €6,
e(o)=1 e(o)=-1
& 0=#{ce€6,, clo)=1}—#{oce€6,, =(o)=-1}

esH#{oe 6, clo)=1}=#{ce&,, c(o)=-1}

On en déduit que si on tire au hasard une permutation,

 #loe6,, co)==%1}

Pe(o) =+1) =
(o) = 1) e
1
2
4.
Par définition,
ceD,<v(o)=0
D’apres 1, (—1)" Y o, est le coefficient constant de x. On sait par ailleurs que (o) € {~1,1},
donc

O=1)"0+n-1)= > €)= > 1- > 1

TED TED TED,,
e(o)=1 e(o)=-1

= (-1)" n—-1)=#{c €Dy, clo)=1}—#{0€D,, lo)=-1}
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Soit m € N. On considére la matrice

5.

5a. Les familles (1,X,...,X™) et (1,(X — 1),...,(X — 1)™) sont des familles de m + 1 =
dim R,,,[X] polynomes de degré échelonnés; ce sont donc des familles libres et par suite deux bases
de R,,[X].

5b. Il s’agit d’écrire X? comme une combinaison linéaire de (1, (X —1),..., (X —1)™); or d’aprés
le binome de Newton,

;;0 <;>(X_1)k:(X—1+1)i:Xi

ce qui montre que la ligne i+1 de M contient les coordonnées de X* dans la base (1,
1)™), ou encore que MT est la matrice de 'identité de R,,[X] dans les bases (
départ et (1,(X —1),...,(X —1)™) a l'arrivée.

(X-1),..., (X~
1,X,...,X™) au

5c. L’identité étant une bijection, la matrice M7 et donc M sont inversibles et (M7)~! = (M—HT
est la matrice de 'application identité dans les bases (1,(X — 1),...,(X — 1)™) au départ et
(1, X,...,X™) a larrivée. Toujours d’apres la formule du binome de Newton,

@x-lY::§:<;>p4yhxk

k=0
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On en déduit

MATHEMATIQUES A - MP 5

M= -
(SO () o ()0
(=) () - ()
| D7 (5) o (™) (™) (™)
5d. Sion pose:
Fuy
Uz
U =
LUm ]
For
V2
V =
LUm J
On a
Lk
Vk<m, u= Z <£>W
=0
& U=M"V
s WMhHlu=v
e
SVk<m, v = Z <€> (=1)Fuy
=0
6.

On applique la formule d’inversion de la question précédente a uy = #6& et vy = #Dy; en effet,
on peut dénombrer le nombre de permutations de &,, qui ont exactement m — £ < m points fixes
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en fonction de v;:

nombre de fagons de choisir les m — [ points fixes

m —/

_ (j}) v

m
x nombres de fagons de permuter les £ éléments restants sans points fixes = ( >vg

En sommant pour I =0 a k,

=0
= v, = D, = Z(—l)nie (Z) Uy
£=0
® Dy =Y )e
=0
= 1
& Dy, =nl) (=1)"*
g (n—0)!
= 1
_ ¢
& D, = n! ;(—1) i

7.
7a. Let us divide the equation 3 by D,, = #3,:
(-1)" Y n—-1) #{oc€D,, e(o)=1} ~ #{o€Dn, elo)=-1}

D, Dy, Dy,
& (_1)nDli" =Y _ piyv, = 1) P(v, = —1)

o (_1)71;7(:1 Y =)= (1- P, = 1))

& (_1)72)12” “Y opy, 1)1

@;((_1)71;2” Y P, =)

On en déduis

7b. On sait que % converge et
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d’ou
D, ~ e 'n!

+oo

Cela montre que les probabilités précedentes convergent et
1
lim P(Y,=1)= hrn PY,=-1)= 5

n—-+00 n—-+00

8.

8a. Dans la question 6, on a dénombré le nombre de permutations ayant exactement k points
fixes; on en déduis

#{o € S,, v(o)=Ek}

Vkeo,n]), P(Z,=k) =

#6,
_ () Dnk
N n!
n—k
1 01
“m VG
=0
8b. La série précédente converge, donc
-1
. e
8c.
> kP(Zn=k) =Y kP(Z,=k)
k=0 k=1
1 n—k (_1)g
N Z (k—1)! Z 1l
k=1 =
n 1 ( 1)n—k+1
= P(Z,=k—-1)—
kzl( ( )= s 1)'(n—k+1)!)
n 1 n
| _
— ol —~\n k +1
" 1 " n ¢
=> P(Zy=k-1) mz<€>(—1)
k=1 =1
n 1 "
=D P(Zn=k=-1) - —(1-1)""-1)
k=1 )
n—1 1
k=0 NG
P(Zn=n)
=1
Le nombre moyen de points fixes est F(Z,) = 1.
Donc aussi
lim E(Z,) =1

n—-+o0o
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9.
Pour n = 2,
1 1, .
o1 Z w(o) = §(w(1d) +w(2 1))
' 0EGy
- oy
S 2
_3
2
pour n = 3,
1 1
3 w(o) = 5(w(id) +w(2 1 3)+wB 2 1)+w(l 3 2)+w(B 1 2)+w(2 3 1))
C oeGs
1
= 6(3+3X 2+2x1)
1
6
Pour n =4,ily a
- (;L) = 6 transpositions pour lesquels w = 3.
— %(;) = 3 produits de deux transpositions a supports disjoints, pour lesquels w = 2.
- 2(3) = 8 cycles de longueur 3 pour lesquels w = 2.
— 6 cycles de longueur 4 pour lesquels w = 1.
— l'identité pour laquelle w = 4.
Donc,
1 1
o > w(o) = 7 (4+6x 1+8x2+3x2+6x3)
ceGy
25
12
10.

w(o) =n< o= (id)

donc s(n,n) = 1.

w(o) =1 < o est un cycle de longueur n

donc s(n,1) = (n — 1)\

soit o € G,,.

Sio(l) =1 et w(o) =k, alors la restriction de o & [2,n] induit une permutation de [1,n — 1]
telle que w = k — 1. Autrement dit il existe une bijection

p:{oe6,, ol)=1Aw(o)=k} >{0c€6y_1, w(o)=k-1}

Si (1) # 1, alors posons j = o(1) € [2,n] et soit 7 la transposition échangeant 1 et j. Alors
T o 0 est une permuation de [2,n] telle que w = k. autrement dit il existe une bijection

Vj:{o€eB,, ol)=jAw(o)=k} =-{ce6,_1, w(o)=k}
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Donc:

s(n.k) =#{c €6, w(o)==Ek}

= #{oe6n o(l)=jrw()=k}

j=1

=#{oe®, ol)=1rw(o)=kl+) #{oc €&, o(l)=jrw(o)=Fk}
Jj=2

=#{c€S,_1, wlo)=k—-1}+n—-1)#{c€S,_1, w(o)=Fk}
s(nk)=s(n—1,k—1)+ (n—1)s(n—1,k)

11.

Soit n > 2. On peut écrire:

n—1 n—2 n—2
[[e+d)=z][@+i)+@n-1) ][+
=0 =0 =0

Pour k € [2,n — 1], le coefficient §(n, k) de z* dans H?:_Ol(:c + i) est la somme

— du coefficient de zF~1 dans [/ (z + 1), soit 3(n — 1,k — 1)
— et du coefficient de ¥ dans [[7_7 (= + i) multiplié par n — 1, soit (n — 1)3(n — 1, k).

On a donc:
Vke[2,n—1], §n,k)=5n—-1,k—1)+(n—1)5(n—1,k)

De plus le coefficient de 2™ est 1 = 5(n, n), celui de = est §(n,1) = (n — 1)
La suite § vérifie la méme équation de récurrence que s, avec les mémes conditions initiales, cela
ne pose pas de probléme pour montrer par récurrence que §(n, k) = s(n, k), ou encore:

n—1 n
H(m +i) = Z s(n, k)z*
=0 k=1

12.

Déja remarquons que

E[X,] =) kP(w(o) =k)

|
S|
>
>
S
=

ou
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donc,

13.
13a. Ona

et

Donc
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Q/

n—1n—1
(X +1)

=0 i=0

T

1

= Q)

n—1ln—1

_ ;!ZH(l—H’)

n—1ln—1n-—1

@ =S T[x+

§=0 ¢=0 i=0

(4] i#lj

(changement d’indice ¢ <— % + 1)

(changement d'indice £ «— / + 17,] — .7 + 1)
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On a bien finalement

13b. C’est une astuce habituelle: on écrit

k2 =k(k—1)+k

de maniére a ce que

1 n n n
] Z E*s(n, k) = ] ks(n,k) + o k(k —1)s(n, k)
k=1 k=1 k=1
ISR I O
j=1¢=1 J j=1 J
14.
14a.
1 1 n
! ! ZS
oeGy, k=
+ Z — — Z (cf. question 13b)
j=1 4= 1
- 1
lnn+’y+0 +ZZf—Zf20f question 12)
Jj=1/4=1 7=1
On a aussi
n n n
1 1.4
5~y
Jj=1/4=1 7j=1
1
=1n’n+2yIlnn+4~%+ O( nn)
n
De plus,
n 2 +oo
1 s 1
TP O
j=1 j=n+1

Une comparaison série-intégrale permet d’obtenir

+o00o
1 1 Inn
2 5205 OG) =0T
Jj=n+1
donc finalement on a
1 9 w2 Inn
~ > w(o) n:mln n+ (2y +1)Inn + 4> -5 TO(=-)

’ 0’6671
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14b.

! 1 1 In%n
nl Z (w(o) —Inn)? S T Z w(a)Q_annE Z w(a)-|-7 Z 1

" oeG, ceG, " oeG, " oe6,
9 9 w2 Inn 1 9
= In*n+2y+1)lnn+~y"+~v— F—I—O(—) —2lnn(lnn+~v+0(=)) +In*n
n n
2 Inn
= Inn+~2+~— 7L—i—O(—)
6 n
15.
Il faut remarquer que
1
EiEZ(w@)—Jnnf::EKXﬁ—JnnP]
O'EGn

La question précédente prouve l'existence de C' > 0 tel que

Vn e N*, E[(X,—1Inn)?] < Clan

Soit € > 0.0n applique alors I'inégalité de Markov a cette variable aléatoire:

E[(X, —Inn)?] o c

21ln’n ~ elnn

Vn>2, P(|X,—Ilnn|>¢€lnn) <

Cela montre que la VA ﬁf—z converge en probabilité vers 1.

16.

On remarque que la fonction A est continue par morceaux sur R, et méme constante sur chaque
intervalle [n,n+ 1[, n € Z.

Vte]— o002, A(t)=0

Vn>2 Vtenn+1], Alt)=> a
k=2
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La fonction ¢ — b/(t) A(t) est donc intégrable sur le segment [2,n], et

17.
17a.

17b.

n n—1 k41 )
/2 VAL dt =S /k V(1) A(L) dt

I
S
<
—~
S
—~
o
+
—_
SN—
|
S
—~
w
~—
~—

I
S
<
—~~
[~
—~
S
SN—
|
S
—
<
~—
~—

=2
n—1 n—1
= ZCLJ b(n) — a;b(j)
j=2 j=2
n—1 n—1
= Z a; | b(n) + anb(n) — apnb(n) — Z a;b(j)
j=2 Jj=2
= Za] b(n)—Za]b(])
j=2 Jj=2

II »

p<l
p premier

II »

p<2
p premier

IT »

p<3
p premier

H:1<4:4l
%)

2<16 =42

6 < 64=43

Supposons n = 2m > 4 et le résultat connu au rang k, pour tout entier k € [1,n — 1].

13
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n = 2m n’étant pas premier,

II »= I »

psn ps<n—1
p premier p premier
< 4n—1 < 4"

et le résultat est vrai au rang n.

17c. Soit m+1 < p < 2m + 1 premier.
On a

2 1
;U|(Zm—l—l)><2m><-~><(m+1):m!<m+ >
m

Mais comme p > m,

Vk<m, ptk

2m+1) )

et donc comme p premier, p A m! = 1. D’apres le théoréme de Gauss, p | ( m

Toujours d’apres le théoreme de Gauss, on a

m+1<p<2m+1 m
p premier

Par ailleurs,

(2m + 1> I e+ 1) [T, 2k

m m!(m + 1)!
~ITn 2k + 1)2mm!
N m!(m + 1)!
(m+1)!
9m H?:l(2k + 2)
h (m+1)!
(m+1)!
—ym

17d. Supposons n = 2m + 1 > 4 et le résultat connu au rang k, pour tout entier k € [1,n — 1].

II =11 » I »

p<n p<m+1 m+1<p<2m+1
p premier p premier p premier
N | (ILR.)
m+1<p<2m+1
p premier
< 4m+14m (cf. 17¢)
= 4"

Le résultat est donc démontré par récurrence sur n.
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18.

COHIHIGHQOHS par remarquer que

n

vp(nt) = 3" vy (k)

k=2

q
= Z] X #{]{7 c [[2, TL]], Vp(k) = j} (q est le plus grand entier tel que p? < n.)
7j=1

—+00
— Zj x #{k e [2,n], wv(k)=j}

Or,
v(k)=j=p [kAY Tk

Ilya LI%J multiples de p/ dans [2, n], auxquels on retranche les L#J multiples de p/T!.
donc on a

Jj=1 P
n I n
:Z]XL*J_Z]L +1J
j=1 s J=1 P
q n gtl n
_ Z] > Lij _ Z(] _ 1) L—J (changement d’indice j « j + 1)
j=1 P Jj=2 s
= Lij - Q\_ +1J
Jj=1 P #
+00
n n
vp(nl) =3[ ] (e L=
Lt ’
7j=1
On a par ailleurs
n n
=)< 2
pJ v’
en sommant on a:
n =X n =1
*—1<L*J<ZL7J ny —
p pT o =P
o g
= n s
Jj=1 P
__n
= —
n n
o, (3)
p plp-1)
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19.

19a. Par croissance de z — Inz,

k k+1
Vk € [2,n], / lnxdxélnkzg/ Inzdx
k-1 k

En sommant on obtient:

n n n+1
Inzdz < Ink < / Inzdz
/ 2 2

k=1
& nlnn—n <Zlnk< (n+1)In(n+1)—(n+1)—2In2
k=1
=3 0< Zlnk— (nlnn—n)<(n+1)Inn+1)—(n+1) — (nlnn—n) —2In2
k=1
Or,

(n+1)ln(n—|—1)—(n+1)—(nlnn—n):nln(l—i—%)—l—i—ln(n—i—l)

1 1
=14+0(=)—1+n(1+—-)+1Inn
n n
1
=Ilnn+ O(-)
n
=O(Inn)
On a donc prouvé le développement asymptotique suivant:

n
Zlnkz = nlnn —n+ O(lnn)
k=1

19b. L’écriture

n! = H pzxp(n!)

psn
p premier

découle directement de la décomposition en facteurs premiers de n!, puisque tout les facteurs
premiers de n! sont < n puisqu’ils divisent un entier < n.
On peut alors écrire:

Inn! = Z vp(n!)Inp

psn
p premier

puis utiliser 'encadrement 3:

n Y B Y mp<hnt<n Y Sen ¥ p(z?—pl)

psn P PN PN p PN
p premier p premier p premier p premier

D’apres la question 17,
Z Inp <nlnd

psn
p premier
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ce qui permet de conclure:

In In In
n Z —p—nln4<lnn!<n Z —p+n Z 7171 (4)
p<n P v P = plp—1)
p premier p premier p premier
19c.
0< Inn Inn

Sn(n—1) too nZ

c’est le terme général d’une série de Bertrand m avec o > 1, donc la série converge.

19d.

n

Inp Ink
0< — < -
Z b 1) S 2R T)

p premier

Inp

donc toujours d’apres les théoremes de comparaisons des séries a termes positifs, Zp premier pp—T)

converge.
En divisant par n I’encadrement 4 et en réorganisant on obtient:

Inn! ] ]
D Iy
n o = ple—1)

p premier p premier

Cela montre que

|
Z lnip B lnn.+0(1)

= P n—>_+oo n
psn
p premier

Il faut utiliser la question 19a:
Inn! Inn

— = Inn—-14+0(—)

n n—+oo n

= 1 1
T nn+ O(1)

On a finalement prouvé:

Z np - _ Inn + O(1)

psn b nmeo
X
p premier

20.
20a. On applique la question 16 avec

<t P
p premier
C’est possible il suffit de prendre
0 si k n’est pas premier,

kg = . .
si k premier.
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Et on prend
1

On obtient :

$ Inp 1 _ 1 3 h1]9+/n AWM 4

P Inp Inn P 5 tint

P pr;mier P prgmier
ey LA,
= P Inn 9 tinZt
p premier

On s’occupe maintenant du deuxiéme terme de R(t). On a

/" Int /
—dt
9 t1n2t tint

=In(Inn) — In(In2)

On a bien finalement:

1 1 "R(t)+ Int
¥ _Hﬁw+nn+/‘RUijldt
P Inn 9 tln“t
p premier
L_ B ["E(Q)
& - + dt + In(1 In(In 2
pg;b P lnn L T2 n(lnn) —In(ln2)
p premier

20b. Encadrons R(t) sur un intervalle [n,n + 1[;

S 22 iy <rm Y 22 g

PN p p<n+1 p
p premier p premier
Or,
Inp Inp 1 1
> a1 = 3 SF 0 -1+ )0()
psn p<n
p premier p premier
In
= Z 2P np4 O( )
psn p
p premier
= 0(1) (ct. 19d)
et aussi

1 1 1 1
YO ¥ np et

n+1
p<nt1 P p<n P +
p premier p premier
= 0(1) (cf. 19d)

Cela montre que la fonction R est bornée.
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Mais alors on a
1
tln?¢

R(t)
tin%t

vt > 2, '

<

19

c’est la fonction d’une intégrale de Bertrand convergente ﬁ, avec o = let f=2>1. D’apres

les théorémes de comparaison, ¢t — R ot intégrable sur [2, +o0].

tin%¢
20c.
T R(t " R(t Too Rt
[7R g Qﬂ:/ 0 4
9 tIn“t 9 tln“t n tIn®¢
400 1
<M/ o dt
n tin“t
_ Ll
 lnn
1
=0(; )
On a de plus
R(n) 1
Inn _O(lnn)

Si on reprend maintenant le développement asymptotique 5,

1 oo R(t 1
E —=lIn(lnn)+1+ / (2) dt — In(In2) +O(—)
P o tln°t Inn
p premier =c;

21.
21a.
n=0 (modgq)<3JkeN, n=kq

puis

nel,z] ©1<kg<x

1 T

& -<k< =

q q

x

<:>1<k<L—J (car g € N" et k € N)
q

On en déduis

#{neNnl,z], n=0 (modq)}:ng

et
o<§—#meNﬂmﬂ,nEO(mM®}=§—ﬁJ<1
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21b.

Donc,

Ainsi:

ainsi In(In|z])

22,

—In(lnz)
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D_win ZZ

n<x n<x
pprermer
)OREED DI
p<z n=0 (mod p)
p premier n<x
> 1]
psT p
p premier
> 1]
p
p< ]
p premier

< X oo wm= 3 G-

p<z| n<a p<z]
p premier p premier
< )1
p<|z]
p premier
<z

T e = Y o)

n<e p<|z]
p premier
= In(ln|z]) +0O(1) (ct. 6)
In(ln(z — 1)) < In(In|z|) < In(lnz)

| -1
:>ln(n(f;x)) <In(ln|z|) —In(lnx)< 0
_1
In(z — 1) :1+1n(1 =) g
Inx Inz  z—+4o

=0(1) et on a bien

Z T—00

n<x

In(lnz) + O(1)
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22a.
1 (w(n) —In(lnz))? = % Zw(n)Q _ 2% In(ln z) Zw(”) n éan(lnx) Z .
e % > w(n)? - 2In*(Inz) + O(ln(lnz)) + L? In?(In 2
» o % >_w(n)* —2In*(Inz) +In*(Inz) - n*(ln) + LiJ In%(Inz) + O(In(In )
e 00 %Zw(n) In“(Inz) — (1 LiJ)ln (Inz) + O(ln(Inz))
Or,
(1-— m) In(Inz) = (z — |x]) In(lnz) jJrO
€T —— xT x 00
€lo,1] ﬁf—’:fw

ce qui montre:

(1-— L?) In?(Inz) = o(In(Inz))

finalement, on a bien:

Z —In(lnx)) Mt Z *(Inz) + O(In(In ) (7)

n<x n<e

22b. C’est une simple inversion de sommes.

win)=( Y 1)?

PN
p premier
p1<n p2<n

p1 premier p2 premier

puis

Ser=Y Y X

n<w n<Tr  pi<n p2<n
p1 premier py premier

= > 2 X

p1<T p2sT n<w
p1 premier p2 premier pi|nApz|n

= ¥ > #{nella]NN, pi|nApy|n}

p1<z p2<z
p1 premier py premier

22c. Soit (p1,p2) € [1,7)%, p1 # p2. Soit n € [1,2] NN. D’apres le théoréme de Gauss:

pLInApy|nepipe | n

et en particulier dans ce cas pips <
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On a donc

Z #{nel[l,z]NN, pi|nApy|n}= Z #{ne[l,z]NN, pips|n}

P1,p2<® p1p2<a
p17#£p2 premier p1#p2 premier
x
= E {p P J (cf. question 21a)
102
P1P2<T

p1#£p2 premier

On encadre la partie entiere pour obtenir:

11 T 11
X w2 L Lpdse 2o @

p1p2<T p1p2<T P1p2<T
p17#p2 premier p17£p2 premier p17#p2 premier p17£p2 premier

On peut faire la majoration suivante:

o< Y 1= > > 1

P1P2<T p1<T P2t

. ; p1
p17#p2 premier p1 premier pap1 premier

X
< D wllD
P1<T P
p1 premier
< D w)
n<e
= T ln(ln JJ) + O(.I) (cf. question 21b)
T—00

Par ailleurs,

11 11 11
2 omS 2 amS X um

1 P2
p1,p2<V/T p1p2<z p1,p2<z pip
p1#p2 premier p17#£p2 premier p1#p2 premier

S Al M D M

b1 p2

P1,P2<T p<|z) P<T
p17#£p2 premier p premier p premier
—_———
2
T e=%
= In’(In|z]) + O(In(Inz)) (cf. question 20c)
T—00
= 1112 (ln l‘) + O(ln(ln l’) (méme raisonnement qu’en 21b)
T—00

On peut alors conclure en revenant a I’encadrement 8:

Z #{nec[l,z]NN, pi|nAp|n} = zln’(nz)+ O(zln(lnz)) (9)
P1,P2<2 e
p17#p2 premier
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22d. Ona
1 ) 1
- = = 1
xZw(n) . Z Z #{ne[l,z]NN, pi|nAps|n}
n<w pP1<T p2<z
p1 premier py premier
1
= - > #{nellz]nN, pi|nAps|n}
DP1,P2<®
p17#p2 premier
1
-~ > #nellanN, pln)
p<T
p premier
2 1
= In*(lnz) 4+ O(In(Inz)) — — Z #{ne[l,z]NN, pln} (ct. equation 9)
r—00 T
p<x
p premier
1 x
= 2 - — — cf. equation 21a
T In*(Inz) + O(In(Inz)) . Z LpJ (cf. equation 21a)
p<z
p premier
= lIl2 (h’l .ZU) + O(ln(ln .%')) ( encadrer partie entiére puis cf. 21b, 20c)
T—00

On peut maintenant conclure avec ’équation 7:

=3 (wln) ~ () =_O(in(in) (10)

n<e T—00
23.
On considere ’ensemble:
—In(1
S =1{n>3, w(n) —In(lnn) > (In(lnn))T}
In(Inn)

Comme suggéré dans I’énoncé on écrit

#{ N2} =L N[ Val} + #{7 N [V, 2]}
=O0(Wz)+ #{7 N[V, ]}

cela montre déja que

#HINLal} o 0 #HsNVE) = 0

T—-+00
Comme

In(Inyz) =In(lnz) — In2

On a, par croissance de z — In(Ilnx):

Vn € [Vz,z], |In(lnn) —In(lnz)| < In2
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puis
Vn € [Vz,z]N., |w(n)—In(lnz)| > |w(n) —In(lnn)| —In2
> Int (Inn) —In2
maintenant, avec 'inégalité des accroissements finis,
ln%(ln n) — ln%(ln x)| < Z In(Inn) — In(ln z)| (dés que In(ln v/z) > 1)
< § In2
4

Ainsi,

(Inz) — Zan—an

W

vn € [Vz,z]N., |w(n)—In(lnz)| >1n

NN

> In4(lnz) — gln2

Supposons par I’absurde que

Tr—+00

I Waa) 0

Soit alors € > 0 et (z,)men une suite tendant vers +oo telle que

1
Vm € N, ?#{yﬂ[vxmaxm]} > €

1 1
VmeN, — Y (w(n)—In(lnwy,))?* > — > (w(n) - In(inzy,))
n<aem Lm NE[V/Fm Tm|NS

1 3 7 2
> — — —
. E (In4(Inzpy,) 1 In2)

NE[\/Tm,m]NS

_ x;#{y A [VEm @] HIn (In 2) — Zmz)?

> e(ln%(ln Tm) — Zln 2)?

Comme par ailleurs

cela contredit le résultat de la question 22d.
On peut donc conclure:

Theoréme A.

w(n) = #{p premier, p|n} ~ In(lnn)

n—-+00

sauf sur un ensemble .¥ de densité nulle.
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Remarque. On aurait abouti a la méme conclusion en considérant n’importe quel ensemble de la
forme:
w(n) — In(lnn)

In(In n) > (n{lnn))"y

ou a €0, 5]
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