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Le rayon de convergence est R =1 et

00 1
v — = =
vel-L1, fl)=> =;—
n=0
2.
On sait que la somme précédente est de classe C™ sur | — 1, 1], et
+0o0
veel-1L1 f(z)=) (z")
n=0
“+oo
n=0
+00
S
n=1

Donc le rayon de En>0 nz™ vérifie R > 1 et

+oo +oo
Ve el|—1,1], an" = xan"_l
n=1 n=1

=af'(x)

x

(1-a)?

D’autre part,

VneN, nlz[">|z[">0=R<1

Donc R = 1.
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On réitére; on sait que la f est de classe C* sur | — 1,1], et

“+o00

voel-11 fP)=>) @m®

n=0

+oo

= Zn(n—l)...(n—k—l—l)xn_k
n=~k
+00 n! i

- ; (n—k)"

= n n—k
= k!Z <k>$

n=~k

_k!io (Z)x"‘k’ (n<k= <Z> =0)

n=0

Par le méme raisonnement que la question précédente, on déduit que le rayon de convergence de
n n
2 n>0 (k)a: est 1 et

+o0 n xk
Veel|—1,1], Z(k)x”:k!f(k)(x)

n=0
B :Lk (k")
K (1 — xRt
(1 — )kt
4.
On a
k
NP )

nk n—-+oo
ce qui montre que le rayon de convergence est R = 1.
On voit que deg(H;) = j. (Ho, Hi, ..., Hy) est une famille de k£ + 1 = dim(R;[X]) polynémes de
degrés échelonnés, il s’agit donc d’une base de Ri|X]. Par définition d’une base,

k
Mago, .-, 0nk) € RFHL Xk = Z ay; H; @
7=0

On remarque que

Vi e [l,k], H;0)=0
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donc

1 sik=0
0 sik>0
= 0,0

= ay,0Ho(0)

= Qg

VkeN, (X*)(0)= {

D’autre part, le coefficient de X* dans Hj, est %, par identification on a donc:

1
Vk € N, O‘k,sz =1

- Qg = k!

Soit j € N, fixé. On remarque que:

Vizj+1, Hi(j)=0

et
vie [0,5], Hi(j) = %j(j— 1)...(j—i+1)
1
il —)!

()

On peut unifier les deux cas:
V(i) € N?, Hi(j) = <J>

On évalue 'égalité @ en j € [1, k]:

ce qui est bien 1’égalité demandée.
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8.

import numpy as np
from math import factorial

def binom(n,k):
if k>n:
return O
else:
return factorial(n)/(factorial(k)x*factorial(n-k))

def alpha(k,j):
res = np.zeros(j+1l, dtype=int)

if k == 0:
res[0] = 1
for i in range(1,j+1):
sum = 0;

for 1 in range(i):
sum += binom(i,1l)*res[1]
res[i] = ix*k-sum
return res[j]

9.
On évalue la relation @ en n € N:
k
n* = ZO‘MHJ (n)
=0
k
=) ap;Hj(n)
=0
k
n
= akv]( '>
=0
Donc,
+o00
\V/J"G]*lvl[a fk(x) :anxn
n=0
+oo k n
=S (1)
n=0 j=0 J
k +o00 n
=Y ansd ()
7=0 n=0 J

- E Y p e —
j=0 T )t

S ag (1 — z)k7
frla) = =7 O(fJ_ z)k+
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Py ()
filz) = (1— )+ @
ce qui montre l'existence du polynome FP.
Soit maintenant Q) un polynoéme tel que
Qi(z)
Vee|-1,1, fr(z)= (1= )

alors:

voe] =11, Q@)= fulz)(1 —a)"!
& Veel|—-1,1, Qr(x)= Py(z)
SV € ] -1, 1[, Qk(:E) — Pk(:L') =0

ce qui montre que le polynome @ — Pr a une infinité de racines, donc Qp = Py et I'unicité est
prouvée.

10.
Soit [ € [0,k]. Le coefficient de X! dans le polynéme X7(1 — X)¥~J est:

0 si 1<j
ajk = i (k — j) . .

—1)J ’ si 1>

(1,

0 si 1<j

= _i(k—1J .
l] : >
(=1) (k—l) s>

On en déduis que le coefficient de X! dans Py, = Z?:o g X7 (1 — X)k=7 est

k
Bk = § QA j k

j=0

l
= Zakjal,j,k
=0
l ke —]
= ag(—1)' </<: B l>
=0

Il n’est vraiment pas judicieux de réutiliser la fonction alpha telle quelle, puisque celle-ci calcule
tous les ay;. ¢ < j pour retourner uniquement le coefficient ;. Cela veut dire que si on apelle k
fois la fonction pour obtenir a1, ago, . . ., kg, on aura en fait calculé k fois a1, k — 1 fois ayo,. .. ,2
fois ay p—1 et 1 fois .

Il est préferable de la modifier pour qu’elle renvoie la liste de tout les ag;. @ < j; on appellera
ainsi la fonction une seule fois. La fonction beta renvoie la liste des coeflicients de P, dans la base
canonique de R|X]:
import numpy as np
from math import factorial

def binom(n,k):
if k>n:
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return O
else:
return factorial(n)/(factorial(k)*factorial(n-k))

def alpha(k,j):
res = np.zeros(j+l, dtype=int)

if k == 0:
res[0] = 1
for i in range(1,j+1):
sum = 0;

for 1 in range(i):
sum += binom(i,1l)*res[1]
res[i] = i**k-sum
return res

def beta(k):
res = np.zeros(k+l, dtype=int)
a = alpha(k,k)
for i in range(k+1):
sum = 0
eps = (-1)**i
for j in range(i+1):
sum += eps*al[j]l*binom(k-j,k-1i)
eps *= -1
res[i] = sum
return res

11.

On remarque d’abord que z f° = fr41, puis on dérive la relation @:

Veel|-1,1, fi(z)= @Ijkgm
() (1 — 2)"* + (k + 1) Py(2) (1 — 2)*
((1 _ x)k+1)2

RN V$€]—1,1[, f;g(l'): Pé($)(1—$)+(k+1)Pk(fU)

o Veel- L1l fiw)= Tk

(1 —x)k+2
el i - T e
& Vee|-1,1, frii(z)= z Py (z)(1 —(11»‘1-;)(/&;— 1)xPy(x)
& Vee]|-1,1], Pk+1($):xPé(x)(l_x)+(k+l)ka($)
= Poy1=X(1 - X)P + (k+ 1)X P

la derniére équivalence provenant encore du fait que deux polyndémes coincidant sur un ensemble
infini sont égaux.
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12.
Comme fo(z) = 1=, on a Py = 1. Puis,

1—a?
P=0+XPF,
=X

Py=X(1-X)+2Xx?
=X+ X

Py=X(1-X)2X +1)+3X(X*+ X)
=X34+4X?2 4+ X

On peut vérifier avec le programme python:
>>> beta(2)
array([0, 1, 1])
>>> beta(3)
array([0, 1, 4, 11)
13.

On montre par récurrence que

Vk e N, deg(Py) =k

et
Vk e N, dom(FPg)=1

Vrai pour Py = 1. Supposons la propriété vérifiée pour k € N.
Pei1=X1-X)P+(k+1)XP

montre que deg(Pyy1) < k+ 1, et le coefficient de X**! vaut —kdom(Py) + (k + 1)dom(Py) = 1.

14.
On pose Vz € 10,1[, Q(z) = kaPk(%). On a:

vae 01l Qhle) = (k+ Dt Pe() — P

D’ou
Ve €01l w1 - 2)Qh(r) = (k + DI — 2 PL(L) — ah(1 - ) PL)

=2 (k4 1)~ D)~ (0~ )P
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On a déja Q1 = X2P1(%) = X = Py. supposons que pour un certain k > 1, Qp = P,,. Alors,

Vo €10,1], Qpi1(z) = 2" Pryy( 1)

T

= [La- DR + 6+ 0RO
_ k2 -i(l _ %)pé(%) + (k+ 1)(% — 1)&(%) + (k + 1)&(;)]
— k2 _i(l _ %)p{t(é) + (k + 1)(% - l)Pk(i)] + (k + 1)xk+2Pk(%)

= 2(1 - 2)Q4(x) + (k + 1)2Qu(x)
= o1 — 2)Pl(x) + (k + 1)Py(a)
= Pry1(z)

On a montré:
1
Vk e N* Vz €]0,1], :ck'HPk(;) = Py(z)

A noter que le polynéme X kPk(%) est simplement le polynéme Py, avec les coefficients dans
I'ordre inverse:

Pu(X) = Bok + BueX + Box X2+ - + B X”
1 _
XkPk(Y) = Bk + Bro1x X + Brop X2+ 4 B X"+ B X*

15.

On identifie le coefficient de X7 dans 1’égalité polynomiale qui précéde:

Bik = Bk+1—j.k

valable Vj € [0, k] si on prend naturellement 31 = 0.

16.

o Cni) _enerenty
X (2n) (n+ 1)2 n—-400

n

ce qui montre que R = %.
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On sait que la fonction \/11—W est développable en série entiére sur | — %, %[ et que le coefficient
de x™ est:
1 1 1 1
=4"(-1)"—(—=)(—==1)...(—= — 1
n facteurs
1 1 3 5 2n — 1
=4"(-1)"=(—=)(—=)(—=) ... (—
("= 5) (=5 (T
1 2n—1)2n—-3)...2x1
AN (_ 1\~ (_1\n
= (-1 (1) -
:4ni (2n)!
n!2n(2n —2)...4 x 2 x2"
n facteurs
a1 (@)
n! 2! x 27
_ ()
 nl2

&

el LA 3 (e
4747 n V1 4z

n=0

On a donc bien

17.

1 (2%—51)) (2n+2)2n+ 1)n

0 < n+1 _ ~ 4
%(27?) (n + 1)3 n—-—+00
montre que la série entiére an (2:) f: ::11 a pour rayon de convergence R = %. La somme f est de
classe C' sur | — 1, 1] et
+oo
11 , 2n\
vel- gl so=3 (2)
n=0
B 1
V1 -4z
La fonction
11
g:]- 1 1[ R
1—+v1—4x
T —
2
est de classe C! et
11 1
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En intégrant et puisque f(0) = ¢g(0) =0,

11 Z“’()ﬂ 1—+1—4zx

v _ - =
vel-pglb nt1 2

+o0 " — — 4
serel-fanon 3 ()0 -

18.

™

A et Dm0 (2")96 sont absolument

Soit z € |— 1, 1[\ {0}, fixé. Les séries numériques Y >0 (277)

convergentes. Leur produit de Cauchy a pour terme général
i 1 <2k> o <2(n - k))xn_k ! (2k> <2(n - k))xn
k:0k+1 k n—k k:0k+1 k n—k

Le produit de Cauchy converge absolument et la somme vaut:

D e

n=0 k=0
= (=1
S 2r/1— 4z
19.
Comme le DSE de 11—433 a pour terme constant 1, 2x( — 1) est DSE sur | — 1,3[. Le

coefficient de z™ dans ce DSE est:

1 1 1 2 1
~ x coeff. de z"*! dans le DSE de ——— = = (n+1)
2 4x a2\ n +1

L’unicité du développement en série entiére donne:
n
1 /2k\ (2(n—k)\ 1/2(n+1)
Vn € N, — ==
" kz_ok—i—1<k><n—k> 2<n+1
20.
Soit = € ]0,1]. Soit n € N*. La série Zk>0($")k converge et

+oo 1
k
")t =
on a donc:
nx" io (1K)
= nx”
1—2zn
De plus,
nx™
0< ~ nz"

1 — 2™ n—+oo

montre que la série >, -, {75 converge.
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21.
Soit k € N. La série ), -, n(z0 R converge d’aprés 2, et

Jio (xR = L
(1 _ xl—i—k)

n=1

d’aprés la question précédente et le théoréme sur les familles de réels positifs sommables,

T DR e
— )2 — o1tk)2
p=1 (1 $p) k>0 (1 t )
=3 S )
k>0 n=1
est une série convergente et
“+00 +00 “+0o0 400
1+k 1+k
DD n Ry =373
k=0n=1 n=1k=0
X
-3
22,
Soit n € N*.
Vi N 1 1
eN' 0 -—5+——=<<—

Bl+1) Kk

qui est le terme d’une série convergente, donc ) ;- w57y (k T

3 est convergente.

23.
Soit k € N*.
k(k+1)

[~
S
Il

DO

3
I
—

Montre que la série:
k
1 1
2 BhIT "
k=1 k5(k +1) n=1 k>1 2
est convergente et
400 k
Z K3 ( k +1 nz_; "=

En appliquant le théoréme sur les fammilles doubles de réels positifs sommables & la famille:

0 si n>k
Qnk = n

G <k
BErn "
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on obtient que ), -, u, CV, et:

+oo 7'('2
> =
= 12
24.
Soit ¢ € N, fixé.
“+oo —+00
D by =—1+4 ) by
7=0 Jj=i+1
+o00 1
=-1+ Z 2j—1
j=i+1
NS
- 9 1
211
=0
donc
+00 +00
DD by =0
=0 j7=0
25.
Soit j € N, fixé.
+oo Jj—1
D bij=-1+) b
1=0 1=0
Jj—1 1
=-1+ Z 92—t
=0
11— (L)
1)
2 1-1
1.
= —141— (=)
+1-(5)
1
Y
donc
“+00 400 +o0o
b 1
>3 hi--Y g
7=0 i=0 7=0
=2
26.
On a
“+o00 +o00 +o00 +o00

Zzbij#zzbij

i=0 j=0 §j=0 i=0



CONCOURS CENTRALE SUPELEC 2023 MATHEMATIQUES 2 - PC 13

ce qui montre bien que I’hypothése que les termes doivent étre positifs est essentielle dans le théoréme
sur la sommation d’une famille double.

27.
Soit ¢ € N, fixé.

+oo —+00

. 1
j=0 j=i+1
coo 11
=1—2i;—
31—
1
_ ol
7 Z2
Donc:
+00 400
>3 =0
i=0 j=0
28.
Soit j € N, fixé.
+oo .7_1 1
=0 =0
izl
_j_2zi3j—z
i=1
o 1 1 1 1 1 1 1 1 1
=j- (W+W+"'+§)+(W+"'+§)+(W+?ﬂ7—4+"'+§)+"'+(?+

—i— 253 0= )+ U g - )+ (- )+ )

29.

137 -1 3
2 3j_1 j—+oo 2

donc la série 3, S ¢ij est divergente.
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30.

V(n,k) e N* xN, P((X,Y)=(nk)=P(X=nnY =k)

=P(X=n)P(Y =k | X =n)

k
_ _ \n—1 —ni

31.

=
)~<
I
=
I
pact
h<
I
o
D)
=2

= Z PY=0NnX=n) (Les événements X = n sont deux a deux incompatibles)

Plus généralement,

P(Y =k)=P(Y =kNQ)
=PV =kn |J X=n)
neN*
=P(|JY=knX=n)
neN*

+o0
= Z PY=kNnX=n) (Les événements X = n sont deux & deux incompatibles)
n=1

+o00 . nk

_ 1) leg

pgl( P e
—+00

P L—pun
- (l—p)k‘!nz::lnk( e )

- _pp)k!fk(1 ;p)
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32.
soit n € N*, fixé. La série ) ;. %],C converge et:
+0o0o nk

> =

k=0

La série Zn>1(1;p)”e” = > u>1(1—p)" converge, et:

+oo

n_1-p
d (1—p)= .

n=1

Le théoréme sur la sommabilité d’une famille double de réels positifs nous permet d’affirmer que

Pox= gl
ZP(Y:k):Z(l_p)k!;nk( -

k>0 k>0

est convergente et la somme est donnée par:

+oo +o0 +oo +oo L
— | — |
o (L= Pk € et A e
+oo D
= (1-p)"
—(1-p)
=1
33.
soit n € N*, fixé. La série » ;- % converge et:
+oo —
— 1)
— (k—1)!

La série Zn%(l;p)”ne" = > us1 (1 —p)" converge, et:

+oo
> n(l—p)"=f(-p)
n=1
= 1p—2p (cf. 2)

Le théoréme sur la sommabilité d’une famille double de réels positifs nous permet d’affirmer que

+o00

D 1—p.,
ZkP(Y:k):ZMM;nk( =)

k>1 k>1
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est convergente et la somme est donnée par:

+o00 +o0o 1 _ +oo D 1— D +o0o nk’I
— n
D ACFC I SRCTED R
k=1 n=1 k=1
PR
= > n(l—p)"
(1-p) =
1
p
On a donc montré que Y admet une espérance et
1
EY)=-
p

34.

On remarque d’abord que

EPY =k =k(k—1)P(Y =k)+kP(Y =k)

nk—
soit n € N*, fixé. La série Zk>2 2, converge et:

+oo k—2

Z(k—Q)!:en

k=2

La série Zn>1(1;p)"n26” = 1 n?(1 — p)" converge, et:

+oo
> n(l—p)" = f2(1-p)
n=1
D’apres la question 9,
Py(x)
fg(SL‘) (1 2_ $)3
(1+x)
(1—z)?
donc:
= 1—p)(2—
nzz:ln(l _p)n — ( p]))g p)

Le théoréme sur la sommabilité d’une famille double de réels positifs nous peremt d’affirmer que

d k(k—1)PY =k) = 2(1_ _2'2

k>2 k>2
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est convergente et la somme est donnée par:
“+o0o

Z(l_ 12

k=2

( anf

_2—p
=
On a donc montré que Y? admet une espérance et
2—p 1
E(Y?) = + =
Y?) R
On peut conclure que Y admet une variance et
o}(Y) = E(Y?) - (E(Y))
2-p 1 1
P p P
1
NG
35.
Ap = (X1++Xn+Xn+1++X2n:n)
Ap=(X1+-+Xp=n—(Xpp1 +-+ Xop))
= U (X1+"‘+Xn:k)m(Xn+1+"'+X2n:n_k)
ke0,n]
Donc,
P(A,) = P( U (Xi+- o+ Xn=k)N(Xpg1+ -+ Xop =n —k))

kelo,n]
n

P(Xi+-+X,=k)N(Xps1+ -+ Xop=n—k))

£
Il
o

(les événements sont deux a deux incompatibles)

3

P(Xi+ + Xy =k)P(Xpy1 4+ +Xop=n—k)

i
o

(les VA X1 + -+ + X, et Xp41 + -+ + Xop, sont indépendantes )

3

PXi+ +Xo=k)PX1+ - +X,=n—k)

(les VA X7 +---+ X, et Xpy1 + -+ + Xo, ont méme loi )

= :0 <Z)p'“(1 —p)"* (n " k)zo”_”“(l —p)k
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J’ai essayé ici de suivre l'indication de 1’énoncé: "Exprimer A, a I'aide de la variable aléatoire
X1+ -+ X,", ce qui est impossible; en fait je pense qu’il faut lire : "Exprimer A, a aide de la
variable aléatoire X7 + - -+ + Xo,". Dans ce cas la réponse est directe puisque cette VA suit une loi
binomiale:

Ap=(X1+--+ X =n)

et

=p"(1—p)" <2:)

Au passage on a démontré en comparant les deux résultats 1’égalité:
n 2
Z n . 2n
() =)
k=0
36.

Soit 1 < n < m. Sil’événement B,, est réalisé, « a l'issue des 2m premiers lancers, il y a pour
la premiére fois autant de piles que de faces », alors & 'issue des 2n premiers lancers, il ne peut y
avoir autant de piles que de faces et B,, n’est pas réalis¢. B, N B, = &.

37.
+oo
Cc=JBn
n=1

est un événement en tant que réunion dénombrable d’événements, et

+oo
P(C) = P(| Bn)
n=1

+oo
= Z P(By) (les événements By, sont deux a deux incompatibles)

n=1

38.

P(A,) =P(A,n | JBr)  (4nc | Bw)
k=1 k=1

s

P( AnﬂBk)

1

I
=

P(A, N By) (les By, sont deux a deux incompatibles)

b
Il

1

I
NE

P(A, | By) P(By)

i

1
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Soit k£ < n. Sachant I’événement Bj réalisé, « a l'issue des 2k premiers lancers, il y a pour la
premiére fois autant de piles que de faces », dire que A,, est réalisé revient a dire qu’il y a autant
de piles que de faces au cours des 2(n — k) lancers 2k + 1,2k +2,...,2n; or les VA Xogy1,..., Xon
ayant méme lois que Xi,..., Xo(,_y), la probabilité est P(A, | By) = P(A, ). Cela reste vrai
pour k = n.
n
P(An) = P(An 1) P(Br)

k=1

39.

La formule est vraie pour n = 1. Supposons que pour n € N* fixé, on a

Vk € [1,n], P(Bg) = T <2k a 2) k(l —p)k

k—1
On a
P(Apt1) = P(Bpy1) + P(Bg) P(Ant1-k)
k=1
2n + 2 2k — 2\ (2n —2(k—1)
n+1 n+1 ntl — pyntt
1 — = P(B,
1= (2 ) = P+ Z( i)
n—1
2n+ 2 2 2k\ [2n — 2k
n+1 1— n+1 — P Bn n+1 1— n+1
1= (2 ) () Z,Hl )
2n + 2 2n + 2 1 2n
n+lo1 _ \nt+l — ntloy _ yntl | = -
2 2n
PBn — n+1 1— n+l <
& (Bnt1) =p"" (1 —p) Triln

et la propriété est vraie au rang n + 1 (on a utilisé la question 19 pour la troisiéme étape).

40.

—+00

P(C) =) P(Bn)

- Z% (2(:_—11)> (p(1 ;p))"
S

=1—+/1-4p(1-p)

On peut en effet utiliser la question 17 car 0 < p(1 —p) < i.

41.

Par un raisonnement probabiliste, on sait déja que la série numérique ) , -, (2") W converge

(vers %) Cela montre que la série de fonctions ), - (2") s

(n1) Converge normalement sur le
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2n\ "t | [/2n 1

n)m+1)] \n/(n+1)4n+!
La série de fonctions converge donc ausi uniformément sur [0, i], et la somme est continue sur ce
segment, i.e. on peut intervertir les symboles lim et >:

) =23 (%) i

+oo
92 n+1
— 2% lim < ”>(m

segment [0, 1]; en effet:

sup
zE[O,i]

nzox_? n+1)
<z
92 n+1
=2 hm Z < n> v 7
4n 0 ’I”L—l— )
1<7I
= lim1—+1—-4x
T—
:L'<71;
=1

Il est donc certain qu’a un moment ou & un autre, on aura obtenu autant de piles que de faces.
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