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1.

On a:

zk

k2

1

Vee|-1,1], 0< <k2

qui est le terme d’une série convergente; cela montre que le rayon de convergence de cette série

_1\k
entiere vérifie R > 1, et que o est définie au moins sur | — 1,1[. De plus, > ;- % et Y is1 1%2
convergent, et pour |x| > 1, on a % —- 0. donc au final ¢ est définie sur [ — 1, 1].
La série entiére converge normalement sur [ — 1, 1|, donc la somme o y est continue.
2.

On fait deux intégrations par parties successives.

s

/ " (ot + ) cos(nt) dt = [ sin(nt) (af? + BOJT — / (20t + B) sin(nt) dt
0 n nJo

= [% sin(nt)(at® + Bt)|7 + %[(20415 + ) cos(nt)|§ — 37(; /O7r cos(nt) dt

N———
=0

_ sin(nm)(ar? + Br) + %[(2a7r + ) cos(nm) — [ cos(0)]
n T n

= l2am + H)(-1)" - 4

Ainsi,
T 1
Vn € N*, / (at® 4 Bt) cos(nt) dt = —
0 n
- 2ar 4+ =0
—B=1
1
a=—
= 27
B=—1
Vk € N*, on a:
(2k+ 1)t (2k — 1)t
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D’ou,
2sin(L) 3 cos(kt) = sin( 2 g BLZ DL,
k=1
= sin(m;_l)t) _ Sin(%)
3.

/ " (1) sin(wt) dt = %[ — cos(zt)p ()T + % / " () cos(nt) dt
0 0

= l(— cos(zm)p(m) + »(0) + /7r ¢'(t) cos(nt) dt)
0

T

La fonction continue ¢’ est bornée sur le segment [0, 7|, donc on peut écrire:

/0 " (1) sin(at) dt‘ <

||

(lp(m)] + [ (0)] + ™ eup '])

0,m

ce qui montre bien que

T

lim @(t) sin(zt)dt =0

T—+00 0

Soit ¢ la fonction constinue sur [0, 7],définie par:

gn |0, = R
. (2n+1)t
S S P
t— sin(3) 2
0 sit=0
sin(Ln;l)t) 1

sin(f) 2

Soit n € N*.

1 & /7r 1,

— = —1* —t)cos(kt)dt

= ], (gt~ feos)

(217r )Zcos(k:t) dt
k=1

| Gt = tanteyat

:/ﬂ(lﬂ_t) w_l dt
o 2w sin(3) 2

Il
o\é
|
no
|
~

2
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On pose:

@:[0,m] >R
L 42
2”,7]5 sit>0
t— ¢ sin(3)
-2 sit=20

@ admet un DL en 0 a 'ordre 1:
12—t
o) = T o
t—0 L+ O(t3)
Lo
1+ 0(t2)
1
:(;t—m@+ou%)

1
= —t-2+0()
T
Ce qui montre que ¢ est dérivable en 0 et que ¢'(0) = % De plus d’aprés les théorémes géneraux

¢ est de classe O sur |0, 7] et
(1t —1)sin(L) — L(£t2 —t) cos(L)

vtelo,n], ¢'(t) =

montre que ¢ est de classe C'.
On peut donc faire tendre n — +oo dans ’équation 1 pour obtenir

flﬂ
k2 6
k=1

4.
La fonction ¢ — (sint)® = e*(1%) est OO par morceaux sur |0, 5l

— * In(t+o(t?))
t—0
— % Int+In(1+4o0(t))

(sin t)z _ ezln(sint)

(sint)” = (1 + o(t))

— * In t4o(t)

Ona donc:

0 < (sint)” ~ t*
t—0
t>0
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et donc
(sint)” sommable en 0 & —x < 1
So>-—1
La fonction f est définie sur | — 1,400 = I
Soit € > 0

/ (sint)**2dt = /2 (sint)®(sin t)? dt

[
[

T(1 —cos’t)dt

™

2
sint)® / (sint)®cos?t dt

Une intégration par parties donne

s

2 T 2
(sint)®cos“t dt
€

T 1
1 [(Sin t)l‘-i-l CcoSs t]e =+ ? (sin t)l‘-i-l sint dt
1
=y 1(sm €)oH cose—l—/ (sint)* 2 dt
x
— 0

e

t—0t
On reprend alors ’équation 2 et on fait tendre e — 0

1
2) = - 2
flo+2) = fo) - —fla+2)

Sx+2)f(x+2)=(z+1)f(z)

5.
On va appliquer le théoréme de dérivation sous le signe intégral: On pose I, = |a, 00|, pour
a €] —1,0]. puis
T
SOOé : ]07 5] - R

1
t +— In(sint)
On pose:

La fonction ¢, est C° par morceaux, intégrable (intégrale de Bertrand —a < 1)

yhxmgeR+
iVrel,,

(z,t) — (sint)”®
g(z,.) : t — (sint)® est C¥ par morceaux et intégrable sur 0
ii Vo € 1,, g—g(as, ) : ¢+ In(sint)(sint)® est CY par morceaux sur |0, 5]
i vt € [0,5],  22(.t): i
ivVexel,, |g

(.,t) : 2 +— In(sint)(sint)® est C° sur I,
l9(z,1)] < palt)
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On peut conclure que f est de classe C! sur I,,, Vo € | — 1,0], et donc sur I et

3 ag
Ve el "(z) = —(x,t)dt
vel, f'(z) ; 5 (2ot
= /2 In(sint)(sint)* dt
0
De méme:
Yo 110, 5] = R
: —| —
o ) 2

1
t > In?(sint)—
t—Oé

La fonction 1, est C° par morceaux, intégrable (intégrale de Bertrand —a < 1).

i Vo el,, g—g(:ﬁ, )it In(sint)(sint)® est C° par morceaux et intégrable sur |0, 5],

ii Vo € 1, g—ig(x, )+t In(sint)(sint)” est C° par morceaux sur |0, 5],
iii V¢ € [0, 3], %(.,t) : 2 — In?(sint) (sint)® est C¥ sur I,,

ivVeel,, |g(x,t)<a(t)

On peut conclure que f est de classe C2 sur I, Va € | — 1,0], et donc sur I et

T 92
Veel, f'(z)= Qng

us

(x,t)dt

= /2 In?(sint)(sin ) dt

0

De plus, f/ <0 et f” > 0 montrent respectivement que f est décroissante et convexe sur I.

L’équation 3 montre par continuité de f que

On a f(0)f(1) = §, puis
n-+1
n-+ 2

fln+1)f(n+2) = fn)f(n+1)

permet de conclure par récurrence.
Par décroissance de f:
T

fle) = DA (l2)) = 577 <@ () +Df (2] +2) = e

montre que
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ou encore
m
T) ~ —
f@) ~ A5
8.
30
s
T 1@
25 T = Z+1
20
15
10
0
0 2 4
FIGURE 1. Représentation de f
9.

¢+ In(sint) est C” par morceaux sur |0, 5| et
In(sint) o In(t + O(t%))

= Int +In(1+ O(t?))
= Int+ O(t?)

montre que

0 < |In(sint)"] ~ |(Int)"|

t—0t

qui est intégrable en 0 (intégrales de Bertrand s 1

P 2VeC &= 0 < 1). Ainsi l'intégrale généralisée
n

D,, est convergente.
Le changement de variable ¢(t) = —t + 5 montre que

Jus

D, = /2 In(sint) dt
0
0

-,

In(cost)dt

In(cost) dt

Il
NGRS w\ﬂ\
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10.

D’aprés la question 5,

us

fKO):t/hln@hw)dt

0

In(cost)dt

3

In(cost) + In(sint) d¢

INIE]

In(costsint) dt

[NE]

Il
=
c\c\o\ e

1
ln(§ sin 2t) dt

= —ZIHQ + ;/02 In(sin 2¢) dt
1 vy
= —% In2+ 4/ In(sinu) du (changement de variable ¢(t) = 2t)
0

T 1 [z . 1 [T .
=——In2+ / In(sinwu) du + / In(sinu) du

4 4 Jo 4 x

s 1, 1 (2 . s
=1 In2 4 Zf (0) + 1 In(cosu) du (changement de variable ¢(u) = u — 5)

0

T 1
=——In2+=f(0

12+ 5 f(0)

= f/(0) = =7 In2

Soit a > 0.
7 _ _ Fd 2 cos?t
In(sint)sintdt = [ — In(sint) cost|Z + — dt
a o Sint
0,2
= In(sina) cosa — / —— du
cosa I-wu
0,2
—14+1
= In(sina) cosa — / % du
cosa 1—-u
o 1
= In(sina) cosa — cosa — / 5 du
cosa I—u

. 101 1
= In(sina) cosa — cosa — — + du
2 Jeosal—u 1+u

) 1 1+u
= In(sina) cosa — cosa — §[ln(m)]2m

)

1 1
= —cosa+ 5 In(1 + cosa) + In(sina) cosa — 3 In(1 — cosa)

In(sin a) +11(1+COSCL
= In(sina)cosa —cosa + —In(———
2 1 —-cosa

1 1. a?
= —cosa+ 3 In(1 + cosa) + In(a + o(a)) cosa — B ln(% + o(a?))

1 1 1
= —cosa+ 51n(1+cosa)+lna—lna+ 51112—1— iln(l—ko(l))
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=In2—-1+o0(1)
montre que
f(1)=In2—1
11.
. : _ _ : _ t . _Vl—eZ2v _

On fait le changement de variable u = ¢(t) = —In(sint), ¢'(t) = =% = -V —

—+/e2* — 1, pour obtenir:
+oo u™
D, = (—1)"/ ——du
0 e?u -1
En suite on rappelle que
+o00
/ u"e”"du = n!
0
En effet, pour n € N:
A A
/ u et du = | — u" e Y + (n+1) / u"e " du
0 0

Le passage a la limite quand A — 400 donne:

+00 +o0
/ u" e " du = (n+1) / u"e " du
0 0

“+00
/ u"e " du = n!
0

u u (Ve - Ve )
SVES1 Ve yad Ve
- m\/@(@ + Ve 1)
NNCTNEIN

N
uze 2u

puis une récurrence immédiate

Or, pour u € RT,

n_—2u

N

kel

IS
®

On intégre cette relation:

+o0 1 +o0
0< (-1)"D,, — /0 ue " du < \/5/0 ue”*" du

I
= o / u"e " du (changement de variable ¢(u) = 2u)
1

= n
V22r

C'b

!
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Ce qui montre que

"D, = o du = '+0 Lo
o™ + o(n!)
12.
Soit x € | — 1,1], fixé.
(sin t)x — exln(sint)
B f z"(In(sint))”
N o n!
On pose
_ 2"(In(sint))"
On observe que
" (%0
|fn(t)] dt = (—1)"—‘ (In(sint))™ dt
0 n-Jo
_ o oyll”

est le terme d’une série convergente car (—1)"D,, ~ n!l et |z| < 1.

i ¥n €N, f, est C° par morceaux sur |0, 7], intégrable.
ii La série Y o fn CV simplement sur |0, 5| vers la fonction C° par morceaux t — (sint)”.

iii La série Y, —q [o? [fn(t)] dt converge.

Le théoréme d’intégration terme & terme nous permet d’affirmer que

T 400 “+o00 jus
f(x)z/o Efnmdt:;/o fult)dt

oo 4 us
T 2

= E '/ (Insint)™dt
=0 n: Jo

13.

Comme a >0etb>0,VreR, a’cos’z+b%sin®z >0, ce qui montre que 1 est de classe C*
sur R, et

—2a? sinx cos z + 2b% cos xsin

/
€Tr) =
viw) a2 cos? x + b2 sin®
_ (—a®+b*)2coszsinz

a? cos? x + b2 sin’ x
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pe®| = |p| < 1, d’on

. 1
k 2ixk _
Zp ix zzm
iz 1— pe 2"
= pe
P (1 — pcos(27))2 + p2sin?(2z)
eQiz -1

p(l — pcos(2z))? + p?sin?(27)
_ cos(2x) — 1 + i sin(2z)
p((l — pcos(27))? + p?sin?(2z)

Puis:

(1 — pcos(2x))? + p?sin®(2z) = p? + 1 — 2pcos(2x)
= p* 4+ 1 —2p(cos® z — sin? x)
= (p? + 1)(cos? z + sin? z) — 2p(cos® x — sin® )
= (p*+1—2p)cos’z + (p* + 1+2p)sin2:1;
=(p—1)%cos’z + (p+1)*sin’z
4

= W(QQ cos? z + b*sin? )

Finalement,

in(2x)
41 k 2m:k a b 2 SIH(
mZp b—l—a(a+ ) a? cos? x + b2 sin? x
sin(2z)(b? — a?)
" a2cos?x + b2sin?x

= 1/(2)

On peut bien conclure que

“+o0

Y (x) =4 Z p" sin(2kz)

k=1

14.

La série de fonctions ), p¥ sin(2kx) converge normalement car

sup ‘pk sin(2k‘$)‘ =
zeR
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qui est le terme géneral d’une série convergente. On a en particulier convergence uniforme sur tout
segment, donc on peut écrire

x T
P(x) — ¥ (0) = / Zp sin(2kt) dt = 4Zp / sin(2kt) dt

_ cos Qkx) 1
= 42 + o) dt

cos 2k:x 1

400

cos(2kx

= —QZpk(k) —21In(1 — p)
k=1

= 1 Cos(2kx)
= 722/) — —2In2—-2Ina+ 2In(a + b)
k=1

15.

On applique 'égalité de Parseval a la fonction 7 périodique v, puisque on vient d’obtenir son
développement en séries trigonométriques:

—+00
/sz )dt = 4(In “H 124

a+b

= 4(In )2+ 20(p?)

Posons
+o0

= Z app® cos(2kt)

k=0

avec

b
om® ™’ k=0
ap = 2
k 1

On remarque déja que

b
a+ 1

In

VE e N, Jag| <2max{

~~

=M

Soit ¢ € R, fixé. La somme ), -, ayp” cos(2kt) CV absolument, donc aussi son produit de cauchy
avec elle-méme et on a
+oo n
VA(t) = Z Z pagan, i cos(2kx) cos(2(n — k)x)

n=0 k=0
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La convergence de cette derniére série est normale, car

n

Z pagan—k cos(2kx) cos(2(n — k)x)
k=0

n

< an\ak\ |an—k]
k=0

< MP(n+1)p"

qui est le terme d’une série convergente.

On a donc convergence uniforme sur tout segment [0, 7| et on peut écrire

+o0o n

" = "ara 7Tcos cos(2(n —
| v = 303 s [ cos(art) cos(an — ke

n=0 k=0

Or la formule de linéarisation
1
cos(2kt) cos(2(n — k)t) = §(COS(2TLt) + cos(2(n — 2k)t)
montre que

. m sin=k=0
/ cos(2kt) cos(2(n — k) dt =< T Gin>0An—k=Fk
0 2
0 sinon
En effet, intégrer cos sur un multiple entier non nul de périodes donne 0.
Simplifions I'égalité 4:

us T +oo
/0 V2(t) dt = adm + 5 Z p*a’
n=1

16.

La séries de fonctions 1), converge simplement vers la fonction ¢ +— 21In(sint).
De plus on sait que

(1) = (b2 — a2)sin 2t
" a2 cos? t + b2 sin? ¢

Cela montre que 1, est croissante sur [0, 5| et décroissante sur [§,7|. On a ¢¥,(5) = 2Inb, =
2In 75 <0.

Par ailleurs, on peut écrire:

Un(t)

In(a? + (b2 — a2)sin’t)
> In((b2 — a?)sin®t)

2
-1
:ln(n

: 2
msln t)

1
> ln(§ sin?t) (pour n > 2)
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On a donc

Vt€]0,m], —In2+2In(sint) < Y,(t) <Iln
<

=Vt € 10,7, | (t)] < In2 — 21n(sint)

On a maintenant tous les éléments pour appliquer le théoréme de convergence dominée:

iVn>2, Vtelo,n|, ’@Z)%(t)’ < (In2 — 2In(sint))?, intégrable sur |0, 7| d’aprés la question 9.
ii la suite de fonction ()2) converge simplement sur |0, 71| vers la fonction ¢ ~— 4(In(sint))?.

Le théoréme de convergence dominée nous permet d’affirmer que fgr Y2 (t) dt converge et que
™ s
lim / Y2(t)dt = 4 / (In(sint))? dt (5)
n—-+oo Jq 0
Mais d’aprés la question 15, on a

[ w0t = a2 4 2ma ) (6)
0

L. . k zk .
On a la convergence normale de la série de fonction » ;- 7> sur [ —1,1] car supj_y y % = k% qui
est le terme d’une série qui converge. Donc la somme o est en particulier continue en 1 et si on fait

tendre n — +o0o dans 6, on obtient

n—-+o00

lim /TF Y2 (t)dt = 4w (In2)? + 270 (1)
0

3
= 4n(In2)% + %

Mais comme le montre la question 5 ainsi que le changement de variable ¢(t) =t — 7, on a

" : 2 _ "
4/0 (In(sint))“dt = 8" (0)

L’égalité 5 permet de conclure:

2 3
f//(o) — 71_(11122) + %

17.
Par composition ¢ = Inof est de classe C? sur R, et

oy @)

puis

1" (! 2
J"() = f@)f (;)z(t)(f (1))
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L’inégalité de Cauchy-Schwartz donne

us 2
(f'(t)? = (/02 In(sinu)(sinu)’ d > (/0 In(sin u)+/(sin )t/ (sin u)t du)

/0 E

(In(sin u))?(sinu)* du x /2 (sinu)" du
0

o

fl/
Donc ¢g"” > 0 et f est In-convexe.
18.
soit p € N. D’aprés la question 5,
2 +2p+1
2 1) = —FF"—f(2
FG +p+ 1) = 2 2 +p)

Puis par une récurrence immeédiate,

2x+2p—1)2z+2p—3)...(2z + 1)

f@2(z+p) = (2x 4+ 2p)(2z +2p — 2)... (22 + 2)

f(2x)

On prend le logarithme de cette égalité pour obtenir, avec la convention qu’une somme sans terme
vaut 0:

_ i 20+ 2% +1

fatp) = f( S E vy

19.

Une conséquence directe de la convexité de f est que Yy € RT fixé, 'application

[ =y, +oo[\ {0} = R i
fly+z)— f(y)

xT

T —

est croissante.
soit (n,p) € (N*)2, x € RY, 2 < p. On a donc directement:

f(=1+n) - f(n) f(x+n) f(n)
-1 x p

= F=1 4 m)+ ) T = I) ;

//\
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soit m € [—n, +oo[, un entier fixé.

Fom )= ) = w( L)
. o +o(7m)
e
- m( mina+qmﬁ
= () S+ o)

A noter pour la suite que la relation obtenue en 18 permet aussi facilement d’obtenir la méme
conclusion.
On applique & m = —1 et m = p et on passe a la limite dans ’encadrement 7, pour avoir

Jim_fla4m) = fm) = 0

20.
Soit h une application de I dans R In-convexe, avec h(0) = 7 et
1
V€I, hu+2y:iizmm
on a
2 1
Vo € RY, h@@+¢»:2zi2mmg

puis d’aprés le raisonnement des questions 18 et 19, h(n+z) — h(n) = 0 car la relation obtenue
n—-roo
en 18 permet aussi de montrer facilement que

HETOO h(n+p)—h(n) = lim h(n—1)—h(n)

n—-+400
=0
On a donc
h(2n + 2x)
h(2n)  n—too
< h(2n+2z) ~  h(2n)

1

On obtient le méme résultat pour f. Mais alors
h(2n) = gm0
— oz O

~ f(2n + 2z)
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On a montré

h(2n + 2z) ~ f(2n + z)
(2x+2n—1)(2:U+2n—3)...(2$+1)h(2m)N 2x+2n—1)2z+2n—-3)...(2z+ 1)
(2x 4 2n)(2x +2n — 2)...(2x + 2) (2z 4+ 2n)(2z +2n — 2)...(2x + 2)
& h(2z) = f(2x)
On a montré que Vo € RT, h(z) = f(z). Maintenant si z € | — 1,0],
T+2

) = e

f(2x)

20

T+ 2
= + 2
x—i—lf(x )

= f(z)

Donc h = f et on a 'unicité.
Plus généralement, le raisonnement de cette question montre que les fonctions In-convexe vérifiant
I’équation fonctionelle de f sont les fonctions

I - R
t—Af, A>0

21.

Les calculs seront exactement les mémes que dans les questions 18, 19, 20, "en remplagant 1 par
T", cela ne pose pas de difficultés supplémentaires de montrer que les fonctions de | — T, +o00| dans
R**, In-convexes et vérifiant

Vte|—T,400|, (t+T)g(t)= (t+2T)g(t+ 2T)

sont les fonctions de la forme:

| =T, +oo| — R**

™

t»—>)\/2(sinu)’}du, A>0
0

Il s’agit juste ici de faire une dilatation de ’axe des ¢ d’un facteur T'. Plus précisément:
Il est direct que h In-convexe < h(T.) : t — h(Tt) est In-convexe.

Puis on a
Vte|—T,4o00|, h(t)(t+T)=(t+2T)h(t+2T)
& Yie|—-1,400|, A(Tt)(Tt+T)= (Tt+2T)h(Tt+ 2T)
& Vte]|—1,400], h(Tt)(t+1)=(t+2)h(T(t+2))
sINeRY, Vie|—1,4+00], h(Tt)=\f(t)
22.
L’égalité avec h In-convexe
Vi eR, (t+T)h(t) = (t+2T)h(t+2T)

est impossible pour des raisons de signe car h > 0 et pour t € | — 27, —T[ on a t + 2T > 0 et
t+T1T <0.
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