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1.
vee[0,1], 1+t2<2
=Vtelo,1], @+t
1 1
=Vt € |0,1 —_—
[ ’ ]’ (1 +t2)n mn
1
1 1
= T dt = —
/0 (14¢2)n 2n
2.
La fonction
f:Rt - R™
; 1
—_
(14 ¢2)n
est continue par morceaux, et
1

VteR™, 0K —— < —
(1+t2)n t2"

t— t%" étant intégrable en 400 car 2n > 1, f est intégrable et K, est bien définie.
Soit x > 0.

o1
/ —— dt = [arctant];
o 1+¢2

= arctanxz — —
z——+o00 2

™

On utilise 'inégalité de convexité:

VieR, 1+t2>2t
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’ 1 d Tl d
——dt < t
l (1 +t2)n /1 Qnin

1 1 1"
2n | om—1tnl|

1 1 1 1
:27(

Soit x > 1, n > 2.

)

n—lanl 1
1

< —
(n—1)2n

Donc:

montre que

On a:

1
=1, + O(@)
puis d’aprés 1,
1,
Kp =1+ 0(=%)
~——
o (In)
i.e.
K, ~ I,
n—-—+o00
5.

Soit x > 0, n € N*. On fait une intégration par parties:

x 1 t T x t2
—dt= | —— 2 —dt
/o TEER Lm?)nh* ”/o 1+ 2y

T T(1+t3) -1
=7 19 -~ dt
+ n/o (1 + 2)n 1

T z 1 z 1
- don( — - ——
1+ 22)n + n(/o 1+ 2)n /0 (1 + 2)n+1 )
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En passant a la limite quand x — 400, on obtient:

Kn = 27'L(Kn - Kn+1)

On réécrit la récurrence précédente
2n —1

K1 = 2n

Ky

D’ou il vient facilement que

(2n—-3)(2n—5)...3 x 1

(2n—2)(2n—4)...4 x 2

_(2n—-3)(2n—5)...3x 17

B 2n=1(p —1)! 2
2n—-2)! 7

T 20 D(p—1)122

Kn = K,

On applique la formule de Stirling

—_9 AP 2)N2(n-1) _
(2n —2)! . ( . ) 4dm(n —1)
et
—_ 112 o Ll 2(n—1) _
(n 1). . ( - ) 27r(n 1)

Apreés simplification on obtient

o . F
n—+oo 2y/n
7.
On effectue le changement de variable u = \/nt = ¢(t). On a ¢'(t) = \/n,
v 1
L= [ e
o (1+ %2)” Vn
VR
—/nl, = / . du
o (I+%)»
8.
On pose:
fn RT — RT*
1

ﬁ SIUE[O,\/E]

0 st u € |y/n, +oo|
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Les f, sont continues par morceaux. La fonction x — (1 4 x)™ étant convexe sur RT, on a
2 2
u u
VueR, (1+—)">14+n—
n n
=1+ u?

1
1+u??

iVneN* VueR" |fu(u)|<¢(u), intégrable en +oo.
ii la suite de fonction (f,,) converge simplement sur RT vers la fonction u — e~

donc en posant ¢(u) =

u2

Le théoréme de convergence dominée nous permet d’affirmer que \/nl,, converge et que

+o0 5
lim +/nl. :/ e " du
0

n—-+00
D’aprés la question 6,

donc

/+OO e_uz du = ﬁ
0 2

Le changement de variable ¢(u) = v/2u nous donne

+o0 w2
/ e 2 du= \/?
0 2

puis par parité,

10.

On voit que t — tp(t) = o(Z) est sommable en +o0, donc pour X > z,

t
Vizw, p(t) <

t
?P(t)
X 1 /X
= / go(t)dtg/ to(t)dt
xr z x
1 1 21%
= — — (& 2
v,
1[ 1 _XT2+ 1 _9622]
= — | — e (&
x V2T V2T
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Le passage a la limite quand X — +oo donne:

toeo 1 1 2
t)ydt < — e 2z
/:c p(t)dt < =
_ p(z)
x
11.
En suivant le fil de la question précédente, I'idée est de trouver une fonction qui minore ¢ — ¢(t)
et dont une primitive est —5"5¢(z). Le calcul montre que, en utilisant le fait que ¢'(t) = —tp(t),
4 2t2 — 1
Vi € L (m——(t) = Tt
[, +ool, - (=g 7)) (ﬂ+”2w>
ottt -1 0
Ty 417
< ¢e(t)

Soit alors X > .

N

X t4 + 2t2 -1 X
/x Wﬂt) de \/x p(t)dt

P(X) +

@_7
X241

Le passage a la limite quand X — 400 donne:

12.

Comme

on a: )
1-9(x) = ©(t)dt

g

T
el
Tr——400 €T

d’apreés les deux questions précédentes.

13.

A:OAP
p=1

De plus, les événements A, sont clairement incompatibles deux a deux.
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=
=
I

P(ANQ)

P(AN({Rn > 2} U{R, < x}))

P((AN{Ry, > z}) U(AN{R, < }))

P(AN{R, > z})+ P(AN{R, < z}) (les événements {R,, > =} et {R, > x} sont incompatibles)

Z
Z

P(AN{R, > z}) + P(| ] Ay N {Rn < 2})
p=1

=PAN{R, > z})+ Z P(A,Nn{R, < z}) (les événements A, sont incompatibles)

< PR, = 2}) + Zn: P(A, N {R, < z}) (AN{R, >z} C{R, > })

15.

Ay N {|Ry| < 2} = Ay N {|Rn| < 2} N {|R,| > 3}
C Ay N {|R, — Ry| > 2z}

puisque |R, — R,| = |Ry| — | Ryl

16.
On a

Rn_Rp:Zp+1+"'+Zn

Comme A, est décrit en termes des VA Zi,...,Zp, les événements A, et {|R, — R,| > 2z} sont
indépendants puisque les Z; le sont.
On en déduis:

n

P(A) < P({|Ry| > 2}) + Y P(A4 N {|R, — Ru| > 22})

n

— P({|R| > +ZP P({|Ry — Ru| > 22})
< P({|Rd| > +ZP ) max P({[By — Ru| > 21))

n

= PABnl 2 2}) + max P({|Ry = Fn| 2 20}) ) P(4)

pEl,n p=1
= P({|R.] > a}) + max PUIR, - Rul > 20)) P(A)

< PU{IRd > 2) + max P({|R, ~ Ryl > 2)) (1)
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17.
L’idée est la suivante: si [R, — Ry|

> 2z, alors |R,| > x ou |Rp| > . Autrement dit,
By — Ral > 20 C {|Ryl > 2} U{|Ral > o)

On passe aux probabilités:

P(|Rp — Rn| > 22) < P({|Rp| = 2} U {[Rn| > 2})
< P({IRy| = 2}) + P({|Rn| > 2})
<2

P({|R;| =
max PR > 2}

VoWV

Cela étant valable pour tout p.
max_P(|R, — R,| > 2z) <2 max P({|R;| > z})
pelln] i€[1n]
L’inégalité 1 donne alors bien ce qu’on voulait démontrer, a savoir:

P(A) < 3 max P({|R;| = z})
i€[1,n]

)

18.

Tnpnk =—Vn+ —

Les x,) partitionnent en fait I'intervalle [ —/n— ﬁ, Vn+ ﬁ] en n+1 intervalles de méme longueur.

19.
Soit n € N. Les deux fonctions B,, et ¢ sont bornées sur R,

Ve € R, |Bn(x) — ¢(@)] < [Bn()] + |p(2)]

1
< sup |Bp(x)| + —
Il o

Donc la borne supérieure A,, = sup,cg |Bn(z) — ¢(x)| est bien finie.

20.

Un peu d’observation montre que la fonction B, — ¢ est paire ((Z) = (nfk)) En découle

directement que

Ap = sup |By(z) — ¢(z)|
zERT
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FiGURE 0. Représentation de ¢, Bs, Big, B1s, Boo

21.

11 suffit de se souvenir du triangle de Pascal, on a:

n n . .

( >:<n> si n = 2p pair
sup <n> = b 2
kelon] \F Y= (" )= ".) sin=2p+1 impair
<p> ("21 p+1 g ’

De plus (}) < (kzl) pour k < 2] et () > (,
par récurrence en utilisant (Z:}) + (";1) = (1)
On a donc B,, décroissante sur RT.

11) pour k > L”THJ Tout cela vient immédiatement

22,

Déja il faut s’intéresser au comportement de k quand n tend vers I'infini.

kel, = Tnk =0
2k
YL
f
n
:IC _
< 2
n
k> |=
- H

Cela montre que k tend vers 'infini et que % =0(})

On a aussi:
kel, = xnk [+1
e—y/n+ —<l+1
f
o kg(l—l—l);/ﬁ—l—n
1—(I+1)¥

2
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_ vn
% tend vers % > 0 donc est borné et > 0 pour n suffisamment grand et on peut écrire:
1 1 2 1
i = = 9%
- (I+1)¥=>

On a ainsi, quand n tend vers l'infini:

b = ! = (DVERE(1+ O(p) ()" 2 = R)(1+ O(=)
1

1
= 2me kR 2 (n — k)" MR (14 O(=))(1+ O(——))
k n—=k
1
= 21 "KF T3 (n — k)" (1 + O(=))
n
23.
On a
n! B (2)"y2mn(1+ O(L))
Rin = k) 2me=nkh 3 (n — k)" *3(1+ O(1))
On sait que 1+(§(l) =14+0(%), dou
nl 1 "1+ 0(d)
k‘(n — k‘)' N \/ 27 kk+%(n _ k)nkar%
puis
vn o(n
1 n" (1 + O(%))
V27 (2k)F3 (20 — 2k)" ke
1 1+0(2)
- \Vor (%)H%(Q _ %)nflv%%
24.
On a
Tk 2k
nk 4 2%
Vn * n
On peut donc réécrire le résultat de la question précédente:
1 14+0()
Bn(ajnk) = Tnk n+1 & T Tnk n+1
V2T (14 ﬁ)T\/ﬁ+T(1 — ﬁ)—T\/ﬁJFT
1 1+0(1)

- : m @
VT (1 - T (14 ) V(L - )=V

n
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Comme z,;, € [0,!] est une suite bornée, *2¢ — 0 et on peut écrire:
\/ﬁ n—-+oo

(1+ %)x%’“\/ﬁ a
= exp(—%\/ﬁln(

1 xT Ty
(1+ ﬁ)*T’“ n

1+x—j§>)

De méme,

n 1 2
(1= Zk) =5 — exp(= (1 - Z2k))

n+1 xik x4k
_Ink | o(Ink
R E D))
2 4
Tnk 0 Tnk
2

X 1174
)exp(ﬁ + O(n%’“))
) exp(O()
)(1+0(%))

n

= exp(~

2
T
= exp(=2k 4

8
N DN
BN

n

= exp(

= exp(

& 8
NSN3 NN
> S

= exp(

On peut donc écrire le développement asymptotique 2:

2

Bu(s) = —— exp(— 2k )(1 1 Of

N 5 )

4

n n n

car (1+0(=)1+0(R) =1+ O(%)).

25.
On a

11
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B+ up || |2k — 2]

)

\/T?pr(_

Ainsi
sup [Ba(@) — p(z)| Smax  sup  |Ba(z) - o(@) 3)
z€(0,] kEln [nk— T Tnnt
Or Vz € [zpr — ﬁ,xnk + %[,
1Bu(e) = (o) = |Buns) — meap(—225) + ——cp(~25) — (0)
n(z) — ()] = Tpk) — —F—€T eac —o(x
1 2 1 x2
< | Bp(@ng) — ——exp(——2) | 4+ | ——=exp(—"2E) — p(z
Bu(ng) — ——eap(=225)| 1 [g(ane) — o(o)]
= |Bp(zpr) — —exp(——21= T,
k \/ﬂ P 9 2 k
1 2
§ Bn(xnk) - %
Th)

L eap(— k) +Sup!<p’\L
Ver 2 oy Vn

< |By (xnk) -

d’aprés I'inégalité des accroissements finis appliquée a ¢ de classe C!.
On peut repartir de 3 pour obtenir:

2

1 x
sup |Bn(z) — ¢(x)| < max |By(2znr) — ——exp(—-2E)| +sup |¢'| —=
velod] kel | on 2 [0,] # Vn
On définit une suite k,, € I,, par
2 2
vneN, |B — — A max | B - _"nk
n ) = Zmern(— )| = x| B () = ——eap(~"22)
de maniére a ce que
2
1 Tk , 1
sup [Bp(z) — ¢(x)| < |Bn(@nk,) — exp(——23-)| +sup ¢ | —=
velod] B V2m 2 [0,] # Vn

La question précédente appliquée a la suite (k,) € I,, donne

Soit € > 0. On conclut que

dnp €N, VneN, n>=n;= sup |Bp(z)—p(z)] <e
z€(0,l]

26.

La question précédente vient de montrer que sup o |Bn (%) — ¢(z)| = 0. Donc By(1) =
’ n—-+0o00 n—-+0o00

(1) et donc comme (1) > 0,
dng € N, VneN,n >ny= By(l) <2p()
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27.

Par décroissance de B, et ¢,

Va € [l,+ool,  (Bu(2),¢(2)) € [0, max{Bu(l), (D}* = [Bu(z) — ()| < max{Bn (1), o(1)} < 20(1) < e

Ainsi

VAN
™

sup  |Bn(z) — ¢(z)|
z€[l,+o0|

Pour n > max{ny,ns},

A, = max{ sup |Bn(z) —¢(x)|, sup |Bn(z)—¢(x)|} <e

z€[0,l] €|l 40|
i.e.
w0
28.
On pose:
fo:I >R
fu(x) six € |up, v
€Tr —
0 siw €I\ |up, vy

Les f, sont continues par morceaux. La suite de fonctions f,, convergeant uniformément vers f, on

dmeN, nzm=vVrel, |[fu@)|-|f(@) <[falz) - fl2)l <1

donc en posant ¢ = |f| + 1,

iVn>ny, Vzé€lu,v,

fn(:z:)‘ < ¢(u), intégrable sur le segment [u,v].
i la suite de fonction (f,) converge simplement sur [u, v] vers la fonction f.

PR P2 Ors
Le théoréme de convergence dominée nous permet d’affirmer que fu fn converge et que

Jin [T p@e= [ @

29.

On ay, € {0,1} et T,, suit une loi binomiale B(n, %) puisque les Y; son indépendantes.

xnk"'%
/ an(x)dmzi@i ik
N Jn 2 2 \k

(1)
P(T, = k)

=
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30.
n .
u<&<v®U<Zin<U
4D Vn
n
<:>u\/ﬁ<ZXi<v
' n
& uy/n+n < ZXZﬂ—n vVn+n
"
suyn+n< ZX—I—l <vvn+n
%
uf—i—n ZX +1 v\/ﬁ—i-n
- 2
<:>u\/ﬁ+n<Tn<v\/ﬁ+n
2 2
donc
Sh, uyn+n vy/n+n
Pu<—F7=<v)=P(——F5—<Tp <
= P(T, € Jy,)
= P(Tn=J)
J€In
31.
Il est clair que J,, est un intervalle, posons J,, = [an, b,].
xng“!‘
Y rm=p=3 [ 0)ds
Jj€JIn j€JIn 177
l‘nbn-i-L
:/ " Bo(z) de
R B
n,an ﬁ
Or
2a,

Par définition de a,, on a n+12“/ﬁ <ap < M +1,iea, = (”Jrg\/ﬁ Ou encore
1 < 1 <
U— —= < Tpag ——=< U
N )

ce qui montre que
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De méme, par définition de b,, on a W —-1<b, < nJ”Q)‘/ﬁ, ieb, = L’HZJJ Ou encore

1 1
V<Tpp, + —F—=<v+—

Un

B
B

ce qui montre que

La question 27 a montré la convergence uniforme des B,, vers p. On applique la question 28 qui

montre directement que

. Sn, : .
< y— < = =
J€JIn
v
= / o(r)dx
u
On remarque que
S,
E(—=

B

1 n
)—\/ﬁ;E(Xi)
=0

Puis, comme les X; sont indépendantes,

o2(5ny 1S 2 x
(7% n; (X0)
=1

L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne:

Vn € N¥, P(‘ >

Soit € > 0. Soit v1 > u tel que

Yo > vy, / o(r)dr > / o(x)dx — €

1
22

Soit v > v tel que =5 < e. Alors, Vn € N*,
S,

n S Sn

Pz —=2>2u)< P(—=2u)=Pv= = P(—=
(> Z>u) < P(E>w =P w)+ P> )
< Plv> > u) + P(|S”| > v)

Ensuite,

Ini €N, n>zn; = |Pv>
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Alors, Vn > nq,

On a montré que P(S—’; > u) converge, et

S, Feo
. n > _

32.

Il faut remarquer que

Or, on a

mais alors, Vo > xg,

Soit = xg. On a démontré que

S, +oo
vz = [
Donc dn, € N*| tel que
Sn Heo
Vn = ng, P(\/ﬁ2$)</m go(t)dt—l—2—2
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33.
On applique le résultat de 17 a S, = Y_F_| X;, puisque les X; sont indépendantes, et & 2’ = z/n.

Il donne:
P( max |S,| = 3zv/n) < 3 max P(|S,| > v/nz)
1<p<n

1<p<n

On peut déja minorer les probabilités de droite en appliquant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev:

p
P(‘SP’ > CU\/E) < %
pe

<
= 22n,

car 02(S,) = p. Cela montre déja que
Vp € [1,n:], P(Sp| = 2vn) < —

De plus si p > ng,

Au final on a bien:
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