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1.
Soit i € [1,n]. Comme X # 0, soit k € [1,n], x> 0.
(AX)Z = Z CLU{E]'

j=1
= a;prr >0

On a montré Vi € [1,n], (AX); >0, c’est a dire AX > 0.
Ensuite,

n
> aibi;

k=1

n
<D laik] i)
k=1

= ([A[1Bl)i

(|AB|)ij =

ainsi |AB| < |A| |B]|.

2.
Soit (X,Y) € (M, 1(R))?. L’inégalité de Cauchy-Schartz est:
(x vy < llx vl

S < (3] (2
i=1 i=1 j=1

On peut Pappliquer directement a (Z, W) € (M, 1(R))?, définis par:

=

[21]7 [ w1 |7

WV
o

Z = ||zl [, W = | [wg]

_|Zn‘_ _|wn‘_

1
2

n
2
> Jwj]
i=1

N

n n
S fal il < (zw)
=1 =1

1

n
> il jwil
i=1
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En posant z = a +ib, (a,b) € R?,

11+ 2]* = (1 + |2])?
sl+a®+2a+2 =14+ +2Va? + b2

a=+Va+b

=

= a>0Ana%=a+0b?
& az20AD=0

& z e RT

Soit maintenant (z,2') € C?, =z # 0.

‘z~|—z":|z|+|z’}
2 2
<zl 1+ ==L+ |=])
z z
/ /
. '1+:1+
z
Z/
sJdaeRT, T =a
z

Comme les z; sont non tous nuls, quitte & renuméroter on peut supposer z; # 0. On a:

n—1 n n
[zl + D2k =Dk = >l
k=1 k=1 k=1
n—1 n—1 n—1
o S>3 (> zzk)
k=1 k=1 k=1

Cela montre que 1’égalité est réalisée dans la derniére inégalité. En réitérant, on a:

m
=2 _la
k=1

m
2k
k=1

vm € [1,n],

Posons, pour k € [1,n], =z, = % |z;| avec 0}, € R. L’égalité précédente pour m = 2 donne

2 _ @ei(%—@l) c Rt
21 |
29 =0V 0y =60 mod 27

& zp = €01 |z

Mais en renumérotant les z;, ¢ > 2, on remarque que le raisonnement précédent donne aussi

Vk € [2,n], |21+ 2] = || + |2kl
& Vk e [2,n], 2 = e |z
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5.
Le polynéme caractéristique de A est
xa(X)=X? - TrAX +det A
d’ott
A=Tr*A—4det A
= (a+ d)?A — 4(ad — be)
= (a+ d)*A — 4(ad — bc)
= (a —d)* + 4bc > 0
6.

Comme A > 0, x4 a deux racines réelles distinctes que ’on note A < . x4 est scindé sur R a
racines simples donc A est diagonalisable et, quitte & permuter les colonnes de P,

AP € GL,(R), A=P [‘5 ﬂ p!

D

A+ pu=TrA
=a+d

SiA >0, A =AX<p. Sinon,
—|AN+p=a+d>0

Comme on a

0 A

k
_p|r 0 b
_P[O )\k}P

il est clair que
(A¥) CV < (DY) cv
And (A7ILI/) S ] - 171]2

Comme |\| < p < 1, si de plus (=1 <)u < 1, alors (A¥) converge vers la matrice nulle. Si = 1,

10
lim A* =P p1
e [0 0]

qui est un projecteur de rang 1.
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On remarque que

1
-1
est vecteur propre de B, associé a la valeur propre 1 — a — 5.
p
Q@

est vecteur propre de B, associé a la valeur propre 1 # 1 — a — 5. On a donc automatiquement
R2=FE, @ Ei_,—p et B diagonalisable:

10.

Onal—a—pB¢c]—1,1], ainsi (D*) converge, puis (B¥) converge et
-1
. k|8 1|1 0| 1
Jm B = [oz —1] [o 0} [oz -1
=A

11.
N est une application de M, (C) dans RT. Il n’y pas de difficulté & montrer que
VA€ My(C) VAeC, [Mllc =Nl

VA € M,(C), [|All =0

avec
& A=
soit i € [1,n].
S IA+ Byl = (laij| + big])
=1 =1
= laij| + Y Ibyj]
j=1 j=1
<Al + 1Bl

Ce qui montre I'inégalité triangulaire HA + BHOO < HAHOO + HBHOO
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Soit C'= AB. Soit i € [1,n].
n

> leij] :zn:

j=1 j=1
n n
<Y lainl bl
j=1 k=1
n n
= lal O lbrjl)
k=1 =1
n
<> Jai] 1Bl
k=1

n
= HBHooZ|az‘k|
k=1

< lBllsllall

n
§ by

k=1

Le résultat s’ensuit en prenant le max sur 1.

12.
Soit C' = AB.

lelz=3"%

i=1 j=1

" 2
§ @ik by

k=1

Z Z <Z |aik| |br;jl > (Inégalité triangulaire pour le module complexe)

21]1

< Z Z <Z |aik|2> <Z |bkj\2) (Cauchy-Schwartz)
k=1 k=1

i=1 j=1

= (ii \aik\2> ;Z b |

i=1 k=1

= l[al3llBl13

13.

Il n’y a pas de difficultés & montrer que v est une norme en utilisant les propriétés de N. Puis,

v(AB) = N(S"'ABS)
= N(S71AS8S7! BS)
n
< N(ST'AS)N(S7!BS)
=v(A)v(B)
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14.

Deux matrices semblables ont les mémes polynoémes caractéristiques, donc le méme spectre et le
méme rayon spectral:

Xs-145(X) = det(S7TAS — X1,,)
= det(S71AS — XS718)
= det(S~H(A — X1,)8)
= det(S™1) det(A — X1,,) det(S)
detl( 5 det(A = X1,) dec(5)
=det(A - X1I,)
= xa(X)

p(SLAS) = p(A)

15.
A € M, (C) est trigonalisable car tout polynome est scindé dans C[X].

[a11 a1z G1n
0 a2 a2n
3Q € GL,(C), A=Q| 0 0 Q!
L O 0 0  apyl
fa11—x a1n ]
0 a99—I a2n
Ve e R, xa(z)=det 0 0
L O 0 0 Apn — T4
n
= | (@i —z)
i=1
ok, O O
0 ab, O

VkeN, A*=Q |0 o0

, G} puis sp(A¥) = {afy, . ..
p(AF) = p(AY*

montre que sp(4) = {ai1,...

et sp(ad) = {aai,...,can,}

plad) = |a] p(A)

Qfl

,ak 1. On en déduis que
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16.

Soit A € sp(A) tel que p(A) = |A|. Soit U un vecteur propre de A associé a A. Soit H € GL,(C)
définie par:

H=|U\U|...|U

la matrice dont les colonnes sont toutes identiques, égales & U. On a AH = AH donc
(AN (H) = N(\H)
= N(AH)

< N(A)N(H)

et on peut conclure p(A) < N(A) car N(H) >0

17.

Il ne faut surtout pas ici revenir a a formule du produit mais plutét manipuler les opérations
élémentaires sur une matrice: soit

07

E, =1 «— ligne ¢

0

(i) Multiplier a droite par E; sélectionne la colonne i: AE; = C;.
(ii) Multiplier & gauche par EI sélectionne la ligne i: E] A = L;.
Multiplier la matrice T' par la matrice diagonale D & droite revient ainsi & multiplier la colonne
C; par 79~1. Ensuite multiplier le résultat par D~! & gauche revient a multiplier la ligne i par 717
on en déduis le résultat:

V(i,j) € [1,n]?, (D7'TD;)y; =77

18.

soit ¢ € [1,n]. soit 7 €0, 1[. Soit € > 0.

Y [(DFMTD) | = 777 ]
j=1

j=1

n . .
= 7 |ty
Jj=t
n
= tul + Y 77 |ty
j=i+1

n— )
= [tial + ) 7 ltiiss]
j=1
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soit M = maxg~;{|ti|}

n

n—i
D (DF'TD) | < [tusl + MY 7
= j=1

n—1
<t + MY 7
j=1

< i + M
1—171
0

T—0

Si M =0, la matrice T est diagonale et
VT €R+*a HD;lTDTHoo = p(T)
Sinon, soit € = 57 > 0.

dn >0, Vrelol], ]T\<n:>%<e/
—T

Mais alors:

€

n
vr € J0,al, 2; (DZ'TD)ig| < Jtal + M7
]:

<p(T) +e

L’inégalité précédente étant valable pour tout ¢ € [1,n], on obtient le résultat en prenant le max:

vre |0, [|D7'TD, ||l < p(T) + ¢

19.
Soit @ € GL,(R) tel que A =QTQ 1. Soit 7 € |0, 7|, fixé (en fonction de T et €) d’aprés ce qui
préceéde. La norme sous-multiplicative v(.) = HDT_ 1Q_I.QDTHOQ vérifie:
p(A) <w(A) = [D7'Q 7 AQD, |l = D' T Dl < p(T) + € = p(A) + €
20.

Sip(A4) < 1, on fixe e = ka(A» > 0 de telle sorte que l'on aie: p(A) < p(A) + € < 1. En utilisant

la norme construite d’apreés ce qui précéde (toutes les normes étant équivalentes en dimension finie),

VkeN, v(AF) < (v(A))F
< (p(A) + o)

ce qui montre que la suite (A¥) converge vers la matrice nulle.
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Réciproquemment, si p(A) > 1,

fa11 a2 ... ... Qin
0 ag ... ... a9y
3Q € GL,(C), A=Q|0 0 . ot

L0 0 ... 0 apl

[ab, O O
0 ab, O
VkeN, A*=qQ|o0 o . Q!

0 0 ... 0 af,

Cette écriture montre que la suite (7%), et donc aussi la suite (A¥), ne peut pas tendre vers la
matrice nulle car un des éléments diagonaux ne tend pas vers 0.

21.

Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable, en base orthonormale, et les espace propres
sont orthogonaux deux a deux.

3Q € O,(R) 3D € M,(R) diagonale, A = QDQ”

MO ... 0
0 X2 ... 0

:Q . . . . QT
0 0 ... A

22,

Si r était nul, cela voudrait dire que toutes les valeurs propres de A sont nulles, ou encore que
A =0 car A est diagonalisable, ce qui n’est pas le cas. Donc r > 0.

23.

XTAX = XTQDQTX
= (@"X)"DQR"X

n
=>
J=1
n
<py v
j=1

= p(Q"X)"(QTX)
=pX"QQTX

=In
=uXTX
=p
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ou
Y1
QX = | :
Yn
24.
En reprenant le raisonnement et les notations de la question précédente, X unitaire,
XTAX =pevie[l,n], \Ny?=puy}
sVie[l,n], ypi=0VA=pu
e (Vie[l,n], Ni#p=y =0)

Or Q"X correspond aux coordonnées de X dans la base orthonormale de vecteurs propres de A
e1,€2,...,e, et A\; est la valeur propre associée & e;. On a donc bien

XTAX =pe (Vie[l,n], MN#up=y =0)
< X € B, =ker(A — uly)
& X € B, =ker(A — uly) \ {0}

la derniére équivalence venant du fait que X est unitaire.

25.

‘XTAX‘ = Zaijwz‘l’j
i’j
<Y aij i |y (ai; = 0)
Z’7j

= X" A|X|
<u

la derniére inégalité venant de ce qui précéde car | X| est aussi unitaire.

26.
On applique le résultat précédent & X unitaire vecteur propre associé a A:
|XTAX|<pe NXTX <p
S A <p

ce qui montre que p(A) = p > 0.

27.

D’aprés les résultats des questions 24 et 26, on a X7 AX = y, et on a I'égalité dans la question 25
ie. [ XITAIX|=p.

L’équivalence de 24, prise dans I'autre sens cette fois, nous permet d’en déduire que le vectuer
unitaire | X| est un vecteur propre associé a f.
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Supposons 3i € [1,n], x; =0. Alors:
n
> i |wr] = plas =0
k=1
=Vke[l,n], xr=0 (VE € [1,n], ax >0)

ce qui n'est pas. Donc |X| > 0.

28.
Soit 7 € [1,n]. On a:

n
> ik wk| = p i)
k=1
= |paxil
n
Zaikﬂck
k=1

La question 4 nous permet de dire que les complexes non nuls a;iz; ont tous méme argument, ce
qui revient a dire que les réels x; sont tous de méme signe. Donc

(X[ = X) v (X] = -X)

29.

Soit X,Y deux vecteurs propres orthogonaux associés a A, unitaires. |X|,|Y| sont strictement
positifs et aussi,

X"y =+xTy =0

D’apres la question précédente. Or,

n
T
XY= Lokl lyel > 0
k=1

Il y a contradiction.
On en déduis que dim(ker(A —rl,)) = 1.

30.

Comme A est diagonalisable, I'ordre de multiplicité de r en tant que racine du polynéme carac-
téristique est égal & la dimension du sous espace propre, soit 1.

30.1. supposons que —r est valeur propre de A, et soit Y unitaire un vecteur propre associé a —r.

On a:

n
Vie[l,n], —ryi= Zaijyj 0
j=1

n
=vie [Ln], rlyl < aglyl
i=1
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On a |Y'| unitaire, et

Y rA Y| = Zaw il |y
= Zlyil Zaij |y
i=1 j=1
n
> T’Z il
=1

=r

Mais d’aprés 23, on a aussi [Y| A Y| < g, done |Y|T A|Y| = p et d’aprés 24, |Y] est un vecteur
propre unitaire associé a r.
Mais alors, si on réécrit ’égalité @:

n
Vi e [[17”]]7 —TYi = Zal]yj

n
=Vi € [1,n], Zaijyj =7 |yi

n n
<Vie [1,n], Zaijyj = Zaik Y|
j=1 k=1

Mais encore d’aprés 4, chacune de ces n égalités implique que tous les y; sont de méme signe
(I'hypothése A > 0 est essentielle ici), donc Y = £ Y|, ce qui est impossible car Y ¢ ker(A —rI,)".

30.2. Une solution alternative, dans I'esprit de la question 33. Soit X un vecteur propre de A,
associé a r. Soit Y un vecteur propre de A, associé & —r. Y est indépendant de X. or vect(X,Y’) C
ker(A? — r21,,) donc, dim(ker(A? — r21,)) > 2. Mais A? est une matrice symétrique strictement
positive, et p(A2%) = r2, donc d’aprés ce qui précéde, dim(ker(A? —721,,)) = 1. Contradiction.

30.3. Une autre facon de formuler la réponse précédente est de dire que si —r est racine de x4,
alors 72 est racine d’ordre au moins 2 de x 42, ce qui n’est pas possible.

30.4. une autre idée, adaptée de [1]. Choisissons § > 0 tel que A — §I,, > 0, par example § =
min; 4t > 0. A—4§1, est toujours symétrique et on peut lui appliquer tous les résultats qui précedent.
On a p(A —01,) =r — ¢, la plus grande valeur propre strictement positive. Si —r est valeur propre

de A, —r — ¢ est valeur propre de A—41,. On a donc, d’aprés 26, r+06 = |r + 6| = |-r — | < r—4.
Contradiction.
31.
0 1
=l

A est symétrique, positive (mais non strictement positive), sp(4) = {—1,1}.

Leette solution ne semble pas étre celle attendue par 1’énoncé, qui suggére de déduire le résultat de l'ordre de
multiplicité de r comme racine du polynome caractéristique.
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32.

On rappelle que p(AP) = p(A)P = rP, puis d’aprés la question 29 appliquée a AP, dim(ker(AP —
rPI,)) = 1. Comme ker(A—rI,) C ker(AP —rPI,), on a aussi dim(ker(A—rI,)) = 1, car r est valeur
propre de A et donc ker(A — rI,,) = ker(AP — rPI,,). La question 27 fournit un vecteur strictement

positif X comme base.

33.

Si p impair, —r ne peux pas étre valeur propre de A car sinon (—r)? = —rP serait une valeur

propre de AP, ce qui n’est pas d’aprés 29.

Si p pair, soit Y un vecteur propre associé de Aa —r. Ona X L Y et vect(X,Y) C ker(AP—rP1L,),

impossible pour des raison de dimensions.

34.

soit A € C une valeur propre de A, et X un vecteur propre associé. Soit i € [1,n] tel que

|i| = maxjep n) |5 > 0.

MATHEMATIQUES 1 - PC

(A — )\In)X =0= Zaikxk + (aii —ANz; =0

35.

Comme dans la question 17, on a

k=1
k#i

n
(@i — Nai = = Y _ agay
ki

=1
ki
n

|laii — Allai] < Z @i x|

k=1
ki

n
x
lai — Al <) || 22
k=1 il
ki

n
laii — Al < lai|
ki

=1
ki

<1

(D~'AD); = =2

7
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On applique la question précédente a la matrice C = D=1 AD. 1l suffit de remarquer que:

n
Vi € [[17”]]7 Z|cik‘ =
k=1

k#i

<

n

Ty,
Z . |k
k=1'""
k#i
- T
k

> — | bir
k=1'""
ki
1 n
— b
T

k=1

ki
1
—(p(B)zi — biiw;)
i
p(B) — bii

Il suffit ensuite de remarquer que ¢;; = a;; et que sp(C) = sp(A) pour conclure.
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