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1.

Soit i ∈ J1, nK. Comme X 6= 0, soit k ∈ J1, nK, xk > 0.

(AX)i =

n∑
j=1

aijxj

> aikxk > 0

On a montré ∀i ∈ J1, nK, (AX)i > 0, c’est à dire AX > 0.
Ensuite,

(|AB|)ij =

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

aikbkj

∣∣∣∣∣
6

n∑
k=1

|aik| |bkj |

= (|A| |B|)ij

ainsi |AB| 6 |A| |B|.

2.

Soit (X,Y ) ∈ (Mn,1(R))2. L’inégalité de Cauchy-Schartz est:

|〈X | Y 〉| 6
∥∥X∥∥∥∥Y ∥∥

⇔

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

xiyi

∣∣∣∣∣ 6
(

n∑
i=1

x2i

) 1
2

 n∑
j=1

y2j

 1
2

On peut l’appliquer directement à (Z,W ) ∈ (Mn,1(R))2, définis par:

Z =


|z1|
...
|zk|
...
|zn|

,W =


|w1|
...
|wk|
...
|wn|

 > 0

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

|zi| |wi|

∣∣∣∣∣ =

n∑
i=1

|zi| |wi| 6

(
n∑
i=1

|zi|2
) 1

2

 n∑
j=1

|wj |2
 1

2
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3.

En posant z = a+ ib, (a, b) ∈ R2,

|1 + z|2 = (1 + |z|)2

⇔1 + a2 + 2a+ b2 = 1 + a2 + b2 + 2
√
a2 + b2

⇔ a =
√
a2 + b2

⇔ a > 0 ∧ a2 = a2 + b2

⇔ a > 0 ∧ b = 0

⇔ z ∈ R+

Soit maintenant (z, z′) ∈ C2, z 6= 0. ∣∣z + z′
∣∣ = |z|+

∣∣z′∣∣
⇔ |z|

∣∣∣∣1 +
z′

z

∣∣∣∣ = |z| (1 +

∣∣∣∣z′z
∣∣∣∣)

⇔
∣∣∣∣1 +

z′

z

∣∣∣∣ = 1 +

∣∣∣∣z′z
∣∣∣∣

⇔∃α ∈ R+,
z′

z
= α

4.

Comme les zi sont non tous nuls, quitte à renuméroter on peut supposer z1 6= 0. On a:

|zn|+

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=1

zk

∣∣∣∣∣ >
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

zk

∣∣∣∣∣ =

n∑
k=1

|zk|

⇔

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=1

zk

∣∣∣∣∣ >
n−1∑
k=1

|zk|

(
>

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=1

zk

∣∣∣∣∣
)

Cela montre que l’égalité est réalisée dans la dernière inégalité. En réitérant, on a:

∀m ∈ J1, nK,

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

zk

∣∣∣∣∣ =
m∑
k=1

|zk|

Posons, pour k ∈ J1, nK, zk = eiθk |zk| avec θk ∈ R. L’égalité précédente pour m = 2 donne

z2
z1

=
|z2|
|z1|

ei(θ2−θ1) ∈ R+

⇔z2 = 0 ∨ θ2 = θ1 mod 2π

⇔ z2 = eiθ1 |z2|

Mais en renumérotant les zi, i > 2, on remarque que le raisonnement précédent donne aussi

∀k ∈ J2, nK, |z1 + zk| = |z1|+ |zk|
⇔ ∀k ∈ J2, nK, zk = eiθ1 |zk|
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5.

Le polynôme caractéristique de A est

χA(X) = X2 − TrAX + detA

d’oû

∆ = Tr2A− 4 detA

= (a+ d)2A− 4(ad− bc)
= (a+ d)2A− 4(ad− bc)
= (a− d)2 + 4bc > 0

6.

Comme ∆ > 0, χA a deux racines réelles distinctes que l’on note λ < µ. χA est scindé sur R à
racines simples donc A est diagonalisable et, quitte à permuter les colonnes de P ,

∃P ∈ GLn(R), A = P

[
µ 0
0 λ

]
︸ ︷︷ ︸

D

P−1

7.

On a

λ+ µ = TrA

= a+ d

Si λ > 0, |λ| = λ < µ. Sinon,

− |λ|+ µ = a+ d > 0

⇒ |λ| < µ

8.

Comme on a

Ak = P

[
µ 0
0 λ

]k
P−1

= P

[
µk 0
0 λk

]
P−1

il est clair que

(Ak) CV ⇔ (Dk) CV
⇔ (λ, µ) ∈ ]− 1, 1]2

Comme |λ| < µ 6 1, si de plus (−1 <)µ < 1, alors (Ak) converge vers la matrice nulle. Si µ = 1,

lim
k!+∞

Ak = P

[
1 0
0 0

]
P−1

qui est un projecteur de rang 1.
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9.

On remarque que [
1
−1

]

est vecteur propre de B, associé à la valeur propre 1− α− β.[
β
α

]

est vecteur propre de B, associé à la valeur propre 1 6= 1 − α − β. On a donc automatiquement
R2 = E1 ⊕ E1−α−β et B diagonalisable:

B =

[
β 1
α −1

] [
1 0
0 1− α− β

] [
β 1
α −1

]−1

10.

On a 1− α− β ∈ ]− 1, 1[, ainsi (Dk) converge, puis (Bk) converge et

lim
k!+∞

Bk =

[
β 1
α −1

] [
1 0
0 0

] [
β 1
α −1

]−1
= Λ

11.

N est une application de Mn(C) dans R+. Il n’y pas de difficulté à montrer que

∀A ∈Mn(C) ∀λ ∈ C,
∥∥λA∥∥∞ = |λ|

∥∥A∥∥∞

∀A ∈Mn(C),
∥∥A∥∥∞ > 0

avec ∥∥A∥∥∞ = 0

⇔ A = 0

soit i ∈ J1, nK.
n∑
j=1

|(A+B)ij | =
n∑
j=1

(|aij |+ |bij |)

=

n∑
j=1

|aij |+
n∑
j=1

|bij |

6
∥∥A∥∥∞ +

∥∥B∥∥∞
Ce qui montre l’inégalité triangulaire

∥∥A+B
∥∥
∞ 6

∥∥A∥∥∞ +
∥∥B∥∥∞.
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Soit C = AB. Soit i ∈ J1, nK.

n∑
j=1

|cij | =
n∑
j=1

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

aikbkj

∣∣∣∣∣
6

n∑
j=1

n∑
k=1

|aik| |bkj |

=

n∑
k=1

|aik| (
n∑
j=1

|bkj |)

6
n∑
k=1

|aik|
∥∥B∥∥∞

=
∥∥B∥∥∞ n∑

k=1

|aik|

6
∥∥B∥∥∞∥∥A∥∥∞

Le résultat s’ensuit en prenant le max sur i.

12.

Soit C = AB.

∥∥C∥∥22 =

n∑
i=1

n∑
j=1

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

aikbkj

∣∣∣∣∣
2

6
n∑
i=1

n∑
j=1

(
n∑
k=1

|aik| |bkj |

)2

(Inégalité triangulaire pour le module complexe)

6
n∑
i=1

n∑
j=1

(
n∑
k=1

|aik|2
)(

n∑
k=1

|bkj |2
)

(Cauchy-Schwartz)

=

(
n∑
i=1

n∑
k=1

|aik|2
) n∑

j=1

n∑
k=1

|bkj |2


=
∥∥A∥∥22∥∥B∥∥22

13.

Il n’y a pas de difficultés à montrer que ν est une norme en utilisant les propriétés de N . Puis,

ν(AB) = N(S−1ABS)

= N(S−1ASS−1︸ ︷︷ ︸
=In

BS)

6 N(S−1AS)N(S−1BS)

= ν(A)ν(B)
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14.

Deux matrices semblables ont les mêmes polynômes caractéristiques, donc le même spectre et le
même rayon spectral:

χS−1AS(X) = det(S−1AS −XIn)

= det(S−1AS −XS−1S)

= det(S−1(A−XIn)S)

= det(S−1) det(A−XIn) det(S)

=
1

det(S)
det(A−XIn) det(S)

= det(A−XIn)

= χA(X)

ρ(S−1AS) = ρ(A)

15.

A ∈Mn(C) est trigonalisable car tout polynôme est scindé dans C[X].

∃Q ∈ GLn(C), A = Q


a11 a12 . . . . . . a1n
0 a22 . . . . . . a2n

0 0
. . .

...
...

...
. . . . . .

...
0 0 . . . 0 ann

Q−1

∀x ∈ R, χA(x) = det


a11−x . . . . . . . . . a1n

0 a22−x . . . . . . a2n

0 0
. . .

...
...

...
. . . . . .

...
0 0 . . . 0 ann−x

Q

=

n∏
i=1

(aii − x)

∀k ∈ N, Ak = Q


ak11 � . . . . . . �
0 ak22 . . . . . . �

0 0
. . .

...
...

...
. . . . . .

...
0 0 . . . 0 aknn

Q
−1

montre que sp(A) = {a11, . . . , ann} puis sp(Ak) = {ak11, . . . , aknn}. On en déduis que

ρ(Ak) = ρ(A)k

et sp(αA) = {αa11, . . . , αann}

ρ(αA) = |α| ρ(A)
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16.

Soit λ ∈ sp(A) tel que ρ(A) = |λ|. Soit U un vecteur propre de A associé à λ. Soit H ∈ GLn(C)
définie par:

H =

[
U

∣∣∣∣∣U
∣∣∣∣∣ . . .

∣∣∣∣∣U
]

la matrice dont les colonnes sont toutes identiques, égales à U . On a AH = λH donc

ρ(A)N(H) = N(λH)

= N(AH)

6 N(A)N(H)

et on peut conclure ρ(A) 6 N(A) car N(H) > 0

17.

Il ne faut surtout pas ici revenir à a formule du produit mais plutôt manipuler les opérations
élémentaires sur une matrice: soit

Ei =



0
...
0
1
0
...
0


 ligne i

(i) Multiplier à droite par Ei sélectionne la colonne i: AEi = Ci.
(ii) Multiplier à gauche par ETi sélectionne la ligne i: ETi A = Li.
Multiplier la matrice T par la matrice diagonale D à droite revient ainsi à multiplier la colonne

Cj par τ j−1. Ensuite multiplier le résultat par D−1 à gauche revient à multiplier la ligne i par τ1−i.
on en déduis le résultat:

∀(i, j) ∈ J1, nK2, (D−1τ TDτ )ij = τ j−itij

18.

soit i ∈ J1, nK. soit τ ∈ ]0, 1[. Soit ε > 0.

n∑
j=1

∣∣(D−1τ TDτ )ij
∣∣ =

n∑
j=1

τ j−i |tij |

=
n∑
j=i

τ j−i |tij |

= |tii|+
n∑

j=i+1

τ j−i |tij |

= |tii|+
n−i∑
j=1

τ j |ti,i+j |
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soit M = maxk>l{|tkl|}

n∑
j=1

∣∣(D−1τ TDτ )ij
∣∣ 6 |tii|+M

n−i∑
j=1

τ j

6 |tii|+M

n−1∑
j=1

τ j

6 |tii|+M
τ

1− τ︸ ︷︷ ︸
!
τ!0

0

Si M = 0, la matrice T est diagonale et

∀τ ∈ R+∗,
∥∥D−1τ TDτ

∥∥
∞ = ρ(T )

Sinon, soit ε′ = ε
M > 0.

∃η > 0, ∀τ ∈ ]0, 1[, |τ | < η ⇒ τ

1− τ
< ε′

Mais alors:

∀τ ∈ ]0, η[,
n∑
j=1

∣∣(D−1τ TDτ )ij
∣∣ 6 |tii|+M

ε

M

6 ρ(T ) + ε

L’inégalité précédente étant valable pour tout i ∈ J1, nK, on obtient le résultat en prenant le max:

∀τ ∈ ]0, η[,
∥∥D−1τ TDτ

∥∥
∞ 6 ρ(T ) + ε

19.

Soit Q ∈ GLn(R) tel que A = QTQ−1. Soit τ ∈ ]0, η[, fixé (en fonction de T et ε) d’après ce qui
précède. La norme sous-multiplicative ν(.) =

∥∥D−1τ Q−1.QDτ

∥∥
∞ vérifie:

ρ(A) 6 ν(A) =
∥∥D−1τ Q−1AQDτ

∥∥
∞ =

∥∥D−1τ TDτ

∥∥
∞ 6 ρ(T ) + ε = ρ(A) + ε

20.

Si ρ(A) < 1, on fixe ε = 1−ρ(A)
2 > 0 de telle sorte que l’on aie: ρ(A) < ρ(A) + ε < 1. En utilisant

la norme construite d’après ce qui précéde (toutes les normes étant équivalentes en dimension finie),

∀k ∈ N, ν(Ak) 6 (ν(A))k

6 (ρ(A) + ε)k

ce qui montre que la suite (Ak) converge vers la matrice nulle.
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Réciproquemment, si ρ(A) > 1,

∃Q ∈ GLn(C), A = Q


a11 a12 . . . . . . a1n
0 a22 . . . . . . a2n

0 0
. . .

...
...

...
. . . . . .

...
0 0 . . . 0 ann

Q−1

∀k ∈ N, Ak = Q


ak11 � . . . . . . �
0 ak22 . . . . . . �

0 0
. . .

...
...

...
. . . . . .

...
0 0 . . . 0 aknn

Q
−1

Cette écriture montre que la suite (T k), et donc aussi la suite (Ak), ne peut pas tendre vers la
matrice nulle car un des éléments diagonaux ne tend pas vers 0.

21.

Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable, en base orthonormale, et les espace propres
sont orthogonaux deux à deux.

∃Q ∈ On(R) ∃D ∈Mn(R) diagonale, A = QDQT

= Q


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

QT

22.

Si r était nul, cela voudrait dire que toutes les valeurs propres de A sont nulles, ou encore que
A = 0 car A est diagonalisable, ce qui n’est pas le cas. Donc r > 0.

23.

XTAX = XTQDQTX

= (QTX)TDQTX

=
n∑
j=1

λiy
2
i

6 µ
n∑
j=1

y2i

= µ(QTX)T (QTX)

= µXT QQT︸ ︷︷ ︸
=In

X

= µXTX

= µ
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où

QTX =

y1...
yn


24.

En reprenant le raisonnement et les notations de la question précédente, X unitaire,

XTAX = µ⇔ ∀i ∈ J1, nK, λiy
2
i = µy2i

⇔ ∀i ∈ J1, nK, yi = 0 ∨ λi = µ

⇔ (∀i ∈ J1, nK, λi 6= µ⇒ yi = 0)

Or QTX correspond aux coordonnées de X dans la base orthonormale de vecteurs propres de A
e1, e2, . . . , en et λi est la valeur propre associée à ei. On a donc bien

XTAX = µ⇔ (∀i ∈ J1, nK, λi 6= µ⇒ yi = 0)

⇔ X ∈ Eµ = ker(A− µIn)

⇔ X ∈ Eµ = ker(A− µIn) \ {0}

la dernière équivalence venant du fait que X est unitaire.

25.

∣∣XTAX
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∑
i,j

aijxixj

∣∣∣∣∣∣
6
∑
i,j

aij |xi| |xj | (aij > 0)

= |X|T A |X|
6 µ

la dernière inégalité venant de ce qui précède car |X| est aussi unitaire.

26.

On applique le résultat précédent à X unitaire vecteur propre associé à λ:∣∣XTAX
∣∣ 6 µ⇔ |λ|XTX 6 µ

⇔ |λ| 6 µ

ce qui montre que ρ(A) = µ > 0.

27.

D’après les résultats des questions 24 et 26, on a XTAX = µ, et on a l’égalité dans la question 25
i.e. |X|T A |X| = µ.

L’équivalence de 24, prise dans l’autre sens cette fois, nous permet d’en déduire que le vectuer
unitaire |X| est un vecteur propre associé à µ.
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Supposons ∃i ∈ J1, nK, xi = 0. Alors:
n∑
k=1

aik |xk| = µ |xi| = 0

⇒∀k ∈ J1, nK, xk = 0 (∀k ∈ J1, nK, aik > 0)

ce qui n’est pas. Donc |X| > 0.

28.

Soit i ∈ J1, nK. On a:
n∑
k=1

aik |xk| = µ |xi|

= |µxi|

=

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

aikxk

∣∣∣∣∣
La question 4 nous permet de dire que les complexes non nuls aikxk ont tous même argument, ce
qui revient à dire que les réels xk sont tous de même signe. Donc

(|X| = X) ∨ (|X| = −X)

29.

Soit X,Y deux vecteurs propres orthogonaux associés à λ, unitaires. |X| , |Y | sont strictement
positifs et aussi,

|X|T |Y | = ±XTY = 0

D’après la question précédente. Or,

|X|T |Y | =
n∑
k=1

|xk| |yk| > 0

Il y a contradiction.
On en déduis que dim(ker(A− rIn)) = 1.

30.

Comme A est diagonalisable, l’ordre de multiplicité de r en tant que racine du polynôme carac-
téristique est égal à la dimension du sous espace propre, soit 1.

30.1. supposons que −r est valeur propre de A, et soit Y unitaire un vecteur propre associé à −r.
On a:

∀i ∈ J1, nK, −ryi =
n∑
j=1

aijyj À

⇒∀i ∈ J1, nK, r |yi| 6
n∑
j=1

aij |yj |
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On a |Y | unitaire, et

|Y |T A |Y | =
∑
i,j

aij |yi| |yj |

=
n∑
i=1

|yi|
n∑
j=1

aij |yj |

> r
n∑
i=1

|yi|2

= r

Mais d’après 23, on a aussi |Y |T A |Y | 6 µ, donc |Y |T A |Y | = µ et d’après 24, |Y | est un vecteur
propre unitaire associé à r.

Mais alors, si on réécrit l’égalité À:

∀i ∈ J1, nK, −ryi =
n∑
j=1

aijyj

⇒∀i ∈ J1, nK,

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

aijyj

∣∣∣∣∣∣ = r |yi|

⇔∀i ∈ J1, nK,

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

aijyj

∣∣∣∣∣∣ =

n∑
k=1

aik |yk|

Mais encore d’après 4, chacune de ces n égalités implique que tous les yk sont de même signe
(l’hypothèse A > 0 est essentielle ici), donc Y = ± |Y |, ce qui est impossible car Y /∈ ker(A− rIn)1.

30.2. Une solution alternative, dans l’esprit de la question 33. Soit X un vecteur propre de A,
associé à r. Soit Y un vecteur propre de A, associé à −r. Y est indépendant de X. or vect(X,Y ) ⊂
ker(A2 − r2In) donc, dim(ker(A2 − r2In)) > 2. Mais A2 est une matrice symétrique strictement
positive, et ρ(A2) = r2, donc d’après ce qui précède, dim(ker(A2 − r2In)) = 1. Contradiction.

30.3. Une autre façon de formuler la réponse précédente est de dire que si −r est racine de χA,
alors r2 est racine d’ordre au moins 2 de χA2 , ce qui n’est pas possible.

30.4. une autre idée, adaptée de [1]. Choisissons δ > 0 tel que A − δIn > 0, par example δ =
mini

aii
2 > 0. A−δIn est toujours symétrique et on peut lui appliquer tous les résultats qui précèdent.

On a ρ(A− δIn) = r− δ, la plus grande valeur propre strictement positive. Si −r est valeur propre
de A, −r−δ est valeur propre de A−δIn. On a donc, d’après 26, r+δ = |r + δ| = |−r − δ| 6 r−δ.
Contradiction.

31.

A =

[
0 1
1 0

]
A est symétrique, positive (mais non strictement positive), sp(A) = {−1, 1}.

1cette solution ne semble pas être celle attendue par l’énoncé, qui suggère de déduire le résultat de l’ordre de
multiplicité de r comme racine du polynome caractéristique.
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32.

On rappelle que ρ(Ap) = ρ(A)p = rp, puis d’aprés la question 29 appliquée à Ap, dim(ker(Ap −
rpIn)) = 1. Comme ker(A−rIn) ⊂ ker(Ap−rpIn), on a aussi dim(ker(A−rIn)) = 1, car r est valeur
propre de A et donc ker(A− rIn) = ker(Ap − rpIn). La question 27 fournit un vecteur strictement
positif X comme base.

33.

Si p impair, −r ne peux pas être valeur propre de A car sinon (−r)p = −rp serait une valeur
propre de Ap, ce qui n’est pas d’après 29.

Si p pair, soit Y un vecteur propre associé de A à −r. On aX ⊥ Y et vect(X,Y ) ⊂ ker(Ap−rpIn),
impossible pour des raison de dimensions.

34.

soit λ ∈ C une valeur propre de A, et X un vecteur propre associé. Soit i ∈ J1, nK tel que
|xi| = maxj∈J1,nK |xj | > 0.

(A− λIn)X = 0⇒
n∑
k=1
k 6=i

aikxk + (aii − λ)xi = 0

⇒ (aii − λ)xi = −
n∑
k=1
k 6=i

aikxk

⇒ |aii − λ| |xi| 6
n∑
k=1
k 6=i

|aik| |xk|

⇔ |aii − λ| 6
n∑
k=1
k 6=i

|aik|
|xk|
|xi|︸︷︷︸
61

⇒ |aii − λ| 6
n∑
k=1
k 6=i

|aik|

35.

Comme dans la question 17, on a

(D−1AD)ij =
xj
xi
aij
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On applique la question précédente à la matrice C = D−1AD. Il suffit de remarquer que:

∀i ∈ J1, nK,
n∑
k=1
k 6=i

|cik| =
n∑
k=1
k 6=i

∣∣∣∣xkxi
∣∣∣∣ |aik|

6
n∑
k=1
k 6=i

∣∣∣∣xkxi
∣∣∣∣ bik

=
1

xi

n∑
k=1
k 6=i

xkbik

=
1

xi
(ρ(B)xi − biixi)

= ρ(B)− bii

Il suffit ensuite de remarquer que cii = aii et que sp(C) = sp(A) pour conclure.
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