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Supposons S € S, (R).On rappelle que les valeurs propres d’une matrices S € S;"(R) sont réelles;
soit A € R une valeur propre de S, et X (# 0) un vecteur propre associé

(SX,X)=(SX)TXx
=\XTXx
= Al|x]?

Ainsi,
(X, X)

A=l
Ix][2

Cela montre que Sp(S) C R*.
Réciproquemment, supposons Sp(S) € R*. On peut diagonaliser en base orthonormale

MO L. 0
o]0 2 0
0 0 An

=QDQ"

avec () orthogonale et (A1, Aa, ... \,) € (RT)™.
VX € M,1(R), (SX,X)=XTSX
= XTQDQRTX
= (Q"X)"DQTX
— QTXTDQTX
=> Ay =0
j=1

ou

1
QX =
Yn

On a bien S € S;f(R).
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Soit (S1,52) € S;F(R)2.Soit ¢ € [0,1].
VX € Mp1(R), ((1—-1)S) +1tS)X,X)=XTSX
=(1—t){(S1 X, X)+t (S X, X) >0
e D

>0 >0

Cette derniére quantité est positive par convexité de I'ensemble R*. Donc (1 —¢)S; +tSs € S;F(R)
et S;T(R) est convexe.
Similairement, soit (S1,S2) € S;FT(R)2.Soit ¢ € [0, 1].
VX € M,1(R)\ {0}, (((1—1)S;+tS2)X,X)=XTSX
=(1—-1t)(51X,X)+t(S2X,X) >0
~——— —_———

>0 >0

Cette derniére quantité est strictement positive par convexité de I’ensemble R**. Donc (1 —t)S; +
tSy € STT(R) et S;FH(R) est convexe.
Ces ensembles ne sont pas des espaces vectoriels puisqu’ils contiennent I,, mais pas —1I,.

3.
Soit A € S;FT(R). La diagonalisation en base orthonormale peut s’écrire
A 0 ... 0
0 A2 ... 0
A=U|. . | Ut
(00 ... A\
VA 0 ... 0 VA0 ... 0
0 VA ... 0 0 VA ... 0
—u| . 7 U utu| ) Y ot
: : SO B <l B : SR
0 0 .oV T L0 0 VA
=92
avec U orthogonale et (A1, Ag,...\,) € (RT*)". La matrice
'V 0 ... 0 ]
0 \/)T 0
S=U ’ Ut
| 0 0 \/)\n_
(VAL 0 ... 0]
0 W .0
—u| ’ Ut
| 0 0o ... \/ n |

est une matrice symétrique réelle vérifiant Sp(S) = {VA1,VA2,...,vV A} C RY* et donc S €
Syt (R).
4.

La propriété est triviale pour p = 1 et correspond & la définition de la convexité d’une fonction
pour p = 2. Soit maintenant p > 2. si A, = 1 on est ramené au cas trivial p = 1 donc on peut
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supposer A, < 1. On peut ainsi écrire:

P p—1 s
D oNzi=(1=2) ) 00 % T et
j=1 j=1. 5
X,
J

En appliquant une premiére fois la propriété avec p = 2 on obtient:

P p—1 A
f(z Ajzg) < (1 - /\p)f(z 1 _j)\ ;) + Apf (@p)
j=1 P

j=1

En appliquant une deuxiéme fois la propriété (hypothése de récurrence) puisqu’on remarque que
—1 /

SN =1,
J=17"j

P p—1
s
f(z Ajzg) < (1= Ap) Z ﬁf(ffj) + Apf(2p)
=1 =1
J - J
= N f(@5) + Apf(xp)
=1
jp
= Z )\jf(xy)
j=1

Ainsi la propriété est vraie au rang p et on peut conclure.

La fonction f : 2z +— —Inx est de classe C? sur RT* et

1
Ve e RY, f’(z)=—= >0

22

ce qui montre que la fonction est convexe sur R™. Soit (A1, Ag,... \,) € (RT)™ les valeurs propres
de M répétées avec leur ordre de multiplicité. On a

Tr M = Zn:)\z
i=1
det M = f[)‘z

=1
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Sidi € [1,n], A =0, lapropriété est triviale. On peut maintenant supposer que (A1, Az, . ..

(R™*)™. On applique alors le résultat de la question précédente a la fonction f

7j=1
lnz A)) —me(AJ)
j:l
& Z =) Zln()\])
]:1
& In( EAJ)>nln(H)\j)
j=1 j=1
& In( EAj)gln(HA;)
j=1 j=1
1 n n N
= EZAJ>(HAJ)"
j=1 j=1
Tr M
& rn > (det M=

ce qui est le résultat demandé.

6.

Soit M € S, (R). La diagonalisation en base orthonormale peut s’écrire

A 0 ... 0
0 X ... 0|
M=U|. [ U
0 0 ... \,
=UDUT

avec U orthogonale et (A1, A2,...\,) € (RT)™.
TTM™™M =TeUDUTU DUT
o
= TrUD*U”
=Tr D?UTU
= Tr D?

Donc
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On peut noter que le résultat précédent est valable pour les matrices de S,(R). Ensuite, en
notant p(M) = max{|A1],|A2],...,| |}, on a

n

DA

=1
>/ p(M)?
= p(M)

a1 =

De plus, la diagonalisation de la matrice M — det (M)I,, s’obtient facilement a l'aide de celle de
M:

A — detw (M) 0 0
1
0 Ay —detw (M) ... 0
M — (det M)< 1, = U , 2~ det (M) . uT
0 0 . A —det (M)

= U(D — (det M) I,)UT

ce qui permet en particulier de déterminer son spectre. On peut maintenant appliquer directement
la formule de 1’énoncé aux valeurs propres de M € S;F(R) \ {0}:

Tr M 1
2p(M)(—— — (det M)=) > — [ M — (det M)« 1,2
n
Comme p(M) > 0,
1 2
Tr M M — (det M)~ 1,
- —(detM)%>H (det M) 1 |
2np(M)
2
|0 — (det M)=1,,||
2| M|
8.
On commence par suivre 'indication de I’énoncé en utilisant le résultat de la question 3:
A=5*
A0 0
0 X2 ... 0
=u|. . . _|u"
(00 ... A\
(VA 0 ... 0 Va0 ... 0
0 VX ... 0 0 VX ... 0
=u|. .. |uul. .. Ut
: : SO B <l B : S
00 ..oV T Lo 0 VA
=UDD,UT
= (UDy)(UDy)"

On est alors tenté de choisir Q' = UD; pour répondre a la question posée; toutefois il n’y a peu
de chance que ce choix fournisse la forme souhaitée pour la matrice B car on ne I’a pas fait encore
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intervenir dans le raisonnement. Essayons:
Q™'B(QT)™ = (UD) ' B(UD)")
=Dy 'UtB((UT) (D))
=D 'UTBUD;!
=B

Cette matrice B’ n’est a priori pas diagonale, par contre elle est symétrique et donc orthogonalement
semblable & une matrice diagonale D:

WV € 0,(R), B =vDVT

On peut alors voir que

YW e O,(R), A=UD WWT DUT
=1
= (UD\W)(UDW)T

Le choix qui s’impose est donc W =V, soit Q = Q'V = UD,V € GL,(R):
Q—IB(QT)—I _ VTQ/—IB(Q/T)—IV

=VTBvV
=D

Be SITR) e VX € M, (R)\ {0}, X"BX >0
S VX € M,1(R)\ {0}, XTQDQ"X >0
SVX e M, (R)\ {0}, QTX)'DQTX)>0 @

Comme QT € GL,(R), on a
QTMn,l(R) \ {0} = {QXvX € Mn,l(R) \ {O}}
Ainsi

D VX € M, (R)\ {0}, X'DX >0
& D e ST (R)
& Sp(D) C R
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10.

Soit (A1, A2, ... Ap) € (RT*)™ les valeurs propres de D répétées avec leur ordre de multiplicité. La
décomposition précédente permet d’écrire

A+ B=QQT +QDQT

MO ... 0
0 X ... 0
=QU+|. . . .De"
0 0 An
1+ XM 0 0
0 1+ 0 .
=Q , .| @
0 0 14 Ay
puis
det (A + B) = QQ" + QDQ"
1+M 0 ... 0
0 14X ... 0
—detQdet | . S .| det Q"
0 0 ... 14\
=det Q*(JJ(1+ M)
i=1
(det A)% + (det B)# = det Q7 (1+ ([T A)7)
=1
Donc:

z:

(det (A + B))w > (det A)n + (det B)w < det Q= qTa+ M) = det @ (1+ (JT ™)

@
Il
—
<
Il
i

n

e (f[l(l + )7 > (1+ (1:[1 X)) (>0)
& I (f[l(HA))i (1+(f[1A)i)
& lelnﬁ(lJr)\-) > In(1 + en Zim1 )
i1
VN me (14 ) > In(1 + en izt )

o - In(1 + ™M) > In(1 Ly X
n;n( + e M) > In(1+e )

Un peu d’observation convainc que le derniére inégalité est la traduction (en utilisant le résultat
de 4 avec z; = In \;) de la convexité de la fonction g : z +— In(1+ e*), démontrée dans la question 9.
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11.

On applique la question précédente qui nous donne l'inégalité

(det (1 — t)A +tB))n > (det (1 — t)A)
= (1 —t)(det A)

+ (det tB)
+ t(det B)

3= 3=
3= 3=

ou l'on a utilisé la multilinéarité du déterminant.
Vu l'allure du résultat avec les t en exposant et le produit des déterminants, il semble naturel a
ce stade d’essayer de prendre le In de I'inégalité:

%lndet((l—t)A—I—tB)>ln[(1—t)(detA) F (et B)E] @

La fonction In est concave sur R™, donc
@ > (1— #)ln((det A)%) + ¢In ((det B)*)
= %[(1 —t)In(det A) + t1n (det B)|
_ %[ln((det ) 4 In ((det B)')]
— L0 (et 4)09 (det BYY

n

On a donc montré

vt e [0,1], %m det (1—t)A +B) > %m ((det 4)' (det B)!)

& Viel0,1], Indet((1—t)A+tB) > In((det )1~ (det B)Y)
& Vtel0,1], det((1—t)A+tB) > (det A) ) (det B)*

A noter que le sens qu'il faut donner a expression det A1) det Bt de 1’énoncé n’est pas trés clair
pour t ¢ Z.

12.
La démonstration dans la question précédente a montré que
vt €[0,1] Y(A,B) € (ST (R))?, Indet((1—t)A+tB) > (1—t)In(det A) +tln(det B)

i.e. la fonction Inodet est concave sur S;"(R).

13.

On rappelle que le polynéme caractéristique de la matrice A est:

Pa(t) = det (A — t1,,)

n

= (=" JIeE -

i=1
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ou les \; sont les valeurs propres de A. Donc,

vt € R¥, ﬁ(l +\it) = ]ﬁ[t(i +Ai)
i=1 =1
= e T -2

On a utilisé la multilinéarité du déterminant(ou linéarité par rapport aux colonnes) en ®@. L’égalité
est bien sur toujours vraie pour ¢t = 0. g est donc une fonction polynéme, de classe C'*° sur R.

14.
Puisque A € S;/T(R), on a Vi € [1,n], ;> 0. Donc, V¢ € RT, (14 \;t) > 0 et g(t) > 0 et:

Ing(t) =1n H(l + \it)
i=1
= Zln(l + Ait)
i=1
<) At (In(1+2) < 2)®
i=1

= tZ)\l
=1

=tTrA

On a utilisé une inégalité (de convexité) bien connue en @.

15.
On pose A = (a;5),

déterminant

ielin]? € M = (miz) j)efi,n)2-11 suffit de revenir & la formule de Leibniz du

n

fa®) =Y sen(o) [[(aio) + tmion)

ceG, =1

ou G, est le groupe des permutations de [1,n] et sgn(o) € {—1,1} la signature de o, pour voir que
la fonction f4 est une fonction polynéme; elle est donc de classe C*° sur R.
On peut aussi remarquer que

fa(t) = det(A +tM) = det(A(I, +tA~'M))
= det(A) det(I, +tA™'M))
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et utiliser la question 13.

16.

On peut déja noter que si M = 0, c’est évident donc on suppose dans la suite de la question que
M #£0.

Puisque A et M sont symétriques, A 4+ tM 1’est aussi. De plus si on reprend la décomposition et
les notations de la question 8 avec B = M € S,(R),

A+tM = QQT +tQDQT

14+ A\t 0 0
0 1+ Aot ... 0 T
:Q . . . . Q
0 0 con 14 Mt
VX € Mp1(R), ((A+tM)X,X)=XT(A+tM)X
1+ M\t 0 0
0 1+ Mot ... 0
—x7Q| . o . |Q"x
0 0 U S W
= (1+>\it)yz
j=1
ou
Y1
QTx=|:
Yn

La quantité Z?Zl(l—k)\it)yf est strictement positive si on s’arrange pour que Vi € [1,n], 1+\t >0
et 3i € [1,n]?, wyi # 0. La deuxiéme condition est vérifiée si X # 0 car Q € GL,(R). Pour la

premicére, il suffit de se restreindre a des petites valeurs de ¢, précisément

1 1
Vie [Ln], 1+ Nt>0<|t|< min — = = =€ >0
ol 1A= 0 < B T ™ el (D)
i 2;#0

ot p(D) est le rayon spectral défini en 7.

On a donc démontré:
n

Ve | —eocol VX € Muu(R)\ {0}, ((A+EM)X,X) =3 (1+At)y? >0

j=1
i.e.
Vte]—eo, 60, A+tMeSHt
17.
A+tM = A(I, + A~ M)
donc

fa(t) = det(A +tM) = det(A(I, +tA~IM))
= det(A) det(I, +tA™'M))
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En notant A='M = (Cij)(i,j)e[[l,n]]2v

1+t ciat S Cnnt
71 co1t 14 coot ... Cont
I, +tA "M = .
cnit cnat T T

Quand on calcule le déterminant de cette matrice en utilisant la formule de Leibniz, les seuls termes
de degré 1 en t sont obtenus en restant sur la diagonale (terme correspondant & o = id dans la
formule), on choisit une et une seule fois un ¢;;t que 'on multiplie par les seuls termes constants
restants a savoir les 1 (les seuls éléments constants dans la matrice sont les 1 de la diagonale et
éventuellement des 0). Dans la fonction polynomiale det(I,, + A~'Mt), le terme de degré 1 en t est
donc

n
c11t><1><---><1+1><022t><1><---><1+---+1><---><1><c,mt:thii

1 foi i=1

n— 0O1S -

= Tr(A~ M)t

Il est clair que le terme constant dans det(I,, + A~!Mt) s’obtient d'une seule maniére et vaut 1
(c’est det I,).

Alternativement on pouvait se servir de la formule de la question 13.

On a donc

det(I, + tA M) =1+ Tr(A~ M)t + at® + - + Bt"
puis,
fa(t) = det Adet(I, +tA M) = det A+ det ATr(A™ M)t + det Aat® 4 - - - + det ABt"
o det A + det ATr(A™ M)t + o (1)

18.

Le développement limité d’ordre 1 en 0 que 'on vient d’obtenir montre que la fonction f4 est
dérivable en 0, et que f/(0) = det A Tr(A~1M).

Soit ty € | — €, €], fixé.L’idée est d’utliser le fait que A + tgM € S;/* pour décaler lorigine des
t puisque 'on sait dériver en 0:

fa(t) = det(A + tM) = det(A + toM +(t — to) M)
N——
st
= fa+tom(t —to)

D’aprés la question prédente (en remplagant A par A + toM), on sait que la fonction fais s est
dérivable en 0 et que f),, 1,(0) = det(A + toM) Tr((A + toM) " M).

Par composition, la fonction f4 est dérivable en to et f/y(to) = det(A +toM) Tr((A+toM)~1 M)

Vt €] —eo,e0l, [u(t)=det(A+tM)Tr((A+tM) M)

19.

On sait que
1

_ T
B det(A—l—tM)C

VYt € ] — €0, 60[, (I)(t)

ou C = ((=1)""Ayj)(i jyep,n)z est la matrice des cofacteurs, Ay est le déterminant de la matrice
A + tM privé de la ligne ¢ et de la colonne j. Cette expression montre que ¢ est une fonction
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rationelle, dont le dénominateur ne s’annule pas sur | — €g, €p. @ est donc de classe C° sur | — €, €|
(cette justification n’était pas demandée).
® admet donc un développement limité d’ordre 1 en O:

d(t) o ®(0) + @'(0)t + o (t)

e(t) = A 3 (0)t + o (t)

t—

VtE]—Eo,Eo[, q)(t)X(A—i-tM):In

& Vte | —eg,e0l, P(t)x A=1,—tP(t) x M
& Vt €| —eo 0], Pt)xA=1,—tP(t)x M
& Vte|—ep, e, Pt)x A=1I, —t(AL+ & (0)t+o0(t)M
& Vte]—eo, e, P)xA=1I, —tA M —t>®"(0)M +to(t) x M
& Vt €] —eo,e0], P(t)x A=1I,—tA M —t>®'(0)M + o (t?)
o (t)
& Vi€ | —ep, e, Pt)x A=1I, —tA M +o(t)
& Vte | —en, e, ®(t)=A1—tATIMAT £o(t)

Ce développement limité en 0 montre en passant que ®'(0) = —A~ 1M AL,

20.
Soit

he :R™ SR
1 _

T —T

a

[e7

he est de classe C°. Comme @, = hq o fa, et fa(] —e€o,€0]) C RT*, p, est bien définie et dérivable
sur | — e, eg| d’apres ce qui précede et

Vt | —eo el @u(t) = Falt)he(fa(t))
= —det(A+tM) Tr((A + tM) "' M)(det(A + tM)) !
= —Tr((A+tM) ' M)(det(A + tM))™

21.

Notons ®(t)M = (A+tM)"'M =T(t) = (7i(t)) (i, j)eprnz On sait d’aprés 19 que I' = &M est
dérivable en 0 et

r'(0) = ®'(0)M
=—A'MAIM
— _(A—IM)Q
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D’aprés la question 20,
Vt €| —eo,e0l, walt)= —Tr( (t))(det(A + ¢M))~*

Z%, )(det(A 4 tM))™

—Q(Z Yii () pa(t)

Comme les ~y;; sont les composantes d’une fonction dérivable, cela montre que ¢, est deux fois
dérivable en 0 et

= —(X(Z ’)’;i(O))‘ch(O) - 0‘(2 71'1'(0))90/ (0)

= —(>_7(0))(det A)) Z’m A~V M) (det A)~)
1=
TrI7(0) TrI'(0)

pa(0) = (det A)~*(Tr((A™'M)?) + a(Tr(A™'M))?)

22.
D’aprés la question 8, on peut trouver D diagonale réelle et @ € GL,,(R) telles que

A=QQ"
M = QDQT

D’ou

T)—IQ—IQDQT

A7IM = (
— T)_lDQT

Q
(@

et donc A~'M est diagonalisable (en particulier semblable & une matrice symétrique réelle).

23.

On utilise les notations de la questio précédente. On pose

A0 .00
0 A ... O
D={. . . :

0 0 ... A\
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Ainsi,
Tr(A™'M)? = Te((@T) ' D QT(Q") ! DQT)
=I,
= Tr((@")"'DDQ")
= Te((Q") ' D?Q")
T (D*Q"(Q") ™)
=I,
= Tr(D?)

= zn: A7
=1

et
T (A7 M) = Te*((QT) ' DQ")

On sait que o € | — 1, 400|, donc
s%( ) = (det A)~*(Tr((A™'M)?) + a(Tr(A™'M))?)
> (det A)T(Te((ATM)?) — l(T1r(A_1M))2)

" (det )~ (0 Te((A™ D)) — (Tr(A~ 2)?)
(det A)~*(n(>_ A7) Z
i=1 =1

(detA (n—1) ZA2—2 >N

(4,5)€[1,n]?
1<jJ

3\'*3\

L’expression entre parenthéses est bien connue pour n = 2:

23+ a2k —2mwy = (21 —29)2 >0

si on pose

z1

Tn

on a

n
(n—1)2x3—2 Z zix; = XTSX
i=1

(i.4)€l1n]?
1<g
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avec
n—1 -1
-1 n-1
S = )
-1 -1
On remarque que
-1 -1
-1 -1
S —nl, =
-1 -1

MATHEMATIQUES 1 - PC

—1
—1

-1
-1

-1

15

Cette matrice est de rang 1, ce qui signifie que la dimension de ker(S — nl,) vaut n — 1 d’aprés le
théoréme du rang, ou encore n est valeur propre de S d’ordre de multiplicité au moins n — 1. On

trouve la deuxiéme valeur propre A en regardant la trace:

n(n—1)+ X =Tr(S) =n(n—-1)

= A=0
Ainsi Sp(S) = {0,n} C R, donc S € S (R) et

n
(n—1 Zx
=1

VXGMnl

On peut conclure que ¢/ (0) > 0.
24.

> mzy=XTSX >0
(z,j)e[[1,n]]2

Comme @, est deux fois dérivable en 0, elle y admet un DL & 'ordre 2:

Palt) = ¢al0) + ¢o(0)t + 5

= et 4)=

t—0 «v

Ou encore:

¢alt) — é(det A+ Tr(A™ M)(det )t =

Il ne reste plus qu’a montrer que le membre de droite est du signe de %gog (0)t

On revient & la définition de o, avec € = 1% (0) > 0:

In>0, Vte]|—n,n|,

2

1
SPal0)? +o (%)

— Tr(A™'M)(det A)~t + %@Z(O)tQ + o (t?)

1
SO 1o (8)
"2 =r(t)

2

]‘//

(1) < 7O

1
=3In>0, Vie|-nmnl, =L +rt) >

au voisinage de 0.
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