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On a 'égalité des ensembles:

M0 e {03 = fu(

|

), x € E\{0}}

a:EE/\Htzl}

Iz
Y

= {u(x

L’ensemble des vecteurs de E' de norme 1 est borné, et fermé car I'image réciproque du fermé {1}

par la fonction continue HH C’est un compact puisqu’on est en dimension finie.
La fonction linéraire continue u y est donc bornée et atteind ses bornes.

|-l & bien un sens comme application de £(F) dans RT d’aprés ce qui précede.

vue L(E) YAeK, |l =sup{l|(u) @),z e Enllz] =1}

= sup{|Al [u(@)|l.= € BAllz] =1}
= \sup{llu(@)|l.= € B Al =1
= [A[flull

Puis,
llul| =0 & Ve e B, |u@) =0
eVeeE, ulx)=0
S u=0
Enfin:

veeE |zl=1, [[(u+v)@)| = llu@)+o@)
< Nu@@) |+ [Jo(@)]]
< el + o]

Le passage au sup donne bien I'inégalité triangulaire [||u + v|| < [|u/| + [|v]|-
1
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Si v =0, le résultat est trivial. Supposons v # 0. Soit x € E \ {0}.
luv(z)]| = fu(v(@))]
< lufffo)]

~X
< il

Donc
[uv ()]
Vo € E\ {0}, izl < [l
|luv ()|l
= |luvl] = sup === < [[|ull|[[[v]|
e#0 |||

Ce qui donne en particulier |||u”|| < .

Soit x le polynome caractéristique de a. Il est scindé dans C[X]|. On pose
T
x =D =)™
i=1

ol les \; € C sont deux & deux distincts.
Le théoréme de Cayley-Hamilton nous dit que x(a) = 0 ce qui revient a dire ker x(a) = E.
D’autre part, le théoréme de décomposition des noyaux permet d’affirmer que, les polynémes
(X — \;j)™ étant premiers deux a deux,

ker y(a) = @ ker(a — A;id)"™
i=1

On peut donc conclure:

E = @ ker(a — A;id)™

=1

Soit i € [1,7]. soit # € C". On a!
lgiupi(@)ll = llgi (upi(x))]
= [lupi(2)]
= [lulpi(=))l

< lelllzllpi ()1l

Or p; est une application linéaire d’un espace vectoriel normé de dimension finie, elle est continue.
On sait alors qu’il existe C; € C tel que Vo € C*,  ||pi(x)|| < Cj|lz|| De plus C; # 0 car p; # 0.

lgiupi ()| < llull; i (=)l
< lull;Gilll
= llgupilll < Cilljull;

Lyabrege le ||.|[|, pour £(C™) en ||.||-
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6.
Les endomorphismes a et (a — A;id)™ commutent donc
Ve e B, (a— XNid)™ (a(x)) = ((a — Niid) ™ a)(x)
= (a(a = Aiid)™)(z)
= a((a — N\iid)™(z))
= a(0)
=0
ie. a(x) € E;.
7.

Soit (4,7) € [1,7]%. On a piq; € L(E;, E;). Soit z € E;.
0 siiti
pia (@) = { sii#j

T sinon
donc on peut écrire

piq; = OijidE,

Ensuite, ¢;p; € L(C"). Soit z = x1 + -+ - + x, € C" = @P;_, ker(a — \jid)™:.

O api)(@) = aipi(i)
i=1 =1

= ai(w)

=1

donc Y i, ¢ipi = idcn.

8.

T s
Z qiaipi = Z 4ipiaqipi
i=1 i=1

r
= Z ¢iaq;pi E; est stable par a
i=1
s
= Z agipi
i=1
T
=a Z qiPi
i=1

=
=a
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9.
Soit k£ € N*.
r
= (> qiap)*
i=1
= (qap)*  pig;=0sii#
,
= qafpi  pigi =idg,
On sait que £(C™) muni de la norme ||.|| est un C espace de Banach. Pour f € £L(C"), la série

> nen mf converge et sa somme est un élément de £(C") noté e”.

+00 1
VteR, €= Z—a”

|
n.
nO

—zn, (zqza pz)
. =1

_ZZ ‘%a pi

i=1 n=0

_Z% (Z ?) pi

n=0

= Z g pi
=1

On a utilisé pour le passage de la 3éme a la 4éme ligne la continuité de 'application linéaire:

L(Ei) — L(C")

f—aifpi
10.
On remarque que
615111' — et(ai—kiid)-‘y—t)\iid
etlai—Aiid) gthiid (a; — A\jid) et A\jid commutent )

_ t/\ id

- Z kl — A Zd
m,—l

= e!hiid Z —Nid)* (@ — Nid)™ =
mlfl

_ pthiid ok
= ZH a; — Aiid)
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On en déduit en utilisant I'inégalité triangulaire et la sous-multiplicité de la norme:

11.

On a }e”%

Posons:

De sorte que

y bk
et)\zld Z k'( — )\ Zd)
k=0 i

"~

tAiid -k

e ; Z Hlllai — Aiid|[;
k= O

et ; Z %l H]a, did][;
k=0

k=0

i i o — A
Ll Z

t .
|3 1 ‘ o — A

k=0

r

<O [llase il
=1
T

< ZCiH}et‘”

t
<Zce““* Z U s — A

lle™ il <
<
= egtReAi puis
[le™l
el <

C = max C}
1€]1,r]

N = max ||a; — N\;id|||,
ma [Jo; = ]|
m = max m;

i€1,r]

ZO Hhe Z ,maz Aidd]l}
k!

i=1

ZC tRe; Z [t

=1

ZC tRe \; Z |t|
Z \t\ Nk ZetRe)\

P([t])
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12.

On a l'inclusion d’ensembles suivante, valable Vt € R:

{{le"4 @), = eR™Afall=1} = {[|e"(x)

Le passage au sup donne:

VteR, ||t

<l
rS€

[

13.

La solution de I’équation différentielle linéaire

{y’ = u(y)
y(0) = zo

est

tu(

9o (1) = €™ (20)

T ERMAz] =1} C {[[e"(x)]

)

zeC"A|z|=1}

Supposons I\ = a + i € Sp(A), «a = 0. Soit z € M,(C) un vecteur propre. Z est un vecteur

propre de A associé & A car A est réelle. Ona xg=x+ T € R et

9zo () = e xg

= ez + ez
= et)‘x + etj‘a_:
= 2Recx

= 2¢!* Re Py

Cela montre que g, ne peut pas tendre vers 0 car z # 0 et a > 0.
On a montré

Vag €R,  lim g (1) =0 = Sp(4) C R +iR

Réciproquemment, supposons que toutes las valeurs propres de A ont une partie réelle strictement

négative. Soit xg € R. D’apres la question 11,

gz (£)1 = [|e"*o|
< llefllcflzol

T
< ol P(lt) Y et
1=1

Les théorémes sur les puissances comparées donnent

i lguq (1)) = 0

On a montré

Vao €R,  lm_ lga, (0] = 0 & Sp(4) C R+ iR
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14.
Soit a = min;ep ,j{—Re A} > 0. Soit 8 € ]0,a[. D’aprés la question 11,

e[l < P(lt) S etRe
=1

. tReXi+B)
—_———
= P(H)Ye W
i=1

La fonction P(|t]) 37_, e!BeXi+8) tend vers 0 quand t — +o0, donc est bornée sur R*. Soit
C5 > 0 un majorant de cette fonction, on obtient

veR, ], < Coe
puis

vt € RY, guy (DI < Coe™ |0

15.
Soit (z,y) € (R™)?, fixé. La fonction
R—R
gt () | e(y))
est de classe O+ en particulier C° sur R*. D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwartz,
(@) | )] < [l @)

_ 1
< C3llelllylle™" = o(5)

t2

ou la derniére majoration provient du résultat de la question 14. Cela montre que l'intégrale

f0+°o<et“(x) | e'(y)) dt est bien définie.

On vérifie que b est une forme bilinéaire symétrique positive. Puis
+oo
o) = [ (@) | e (a))at
0
+o0 9
:/ Heta(:z)H dt
0

implique par continuité de ¢:

b(r,r) =0 Vte R, ) =0

=0 (' est inversible, d’inverse e~'*).

b est donc définie positive; c’est un produit scalaire.
16.

Posons et4 = [ Cy(t)|Ca(t) Cn(t)|, on A € M,(R) est la matrice de a dans la base canonique.

On note (X,Y) € (M,(R))? les vecteurs colonnes de composantes de z,y dans la base canonique.
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On a (ef%(z) | e!*(y)) = XT (M) TetY, puis

blz,y) = XT( / +oo(etA)TetA dt)Y

0
= Z bijriy;
i,je[[l,n]P
ou by = ["(Ci(t) | C;(1)) dt.
Il vient directement que
dge = 2 227 bijay DG i bojzy oo 30T bnjxy]
=2b(.,x)
ou
b(.,,xz):R" =R
y = b(y, )
Alternativement, on peut voir la forme quadratique ¢ comme une composition:
R™ — R?" —R
(z,y) = b(z,y)

Puis comme b(., x) est linéaire, sa différentielle est constante égale a elle-méme, de méme que pour
idgn, ainsi:

db(g.g) (1, v) = blu, y) + bz, v)

et
dg; = b(.,x) oidgn + b(x,.) o idgn
=2b(.,x)
On pourrait aussi revenir & la définition de la différentielle.
Maintenant, en notant ’ la dérivation par rapport a ¢:
(X)) = Ae X
=eMAX
ou encore

2(e"(2) | "(a(x))) = ({"(z) | ()

Soit t1 > 0.
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Or |(e"(z) | e%(x))| < C3||z|fe20t o 0, donc le passage a la limite dans 1’égalité précédente
1%
donne:

+oo
2(a(x), z) = 2 / (e2(z) | e (a(x)) dt = —[|?

17.
Par composition, g o f,, est de classe C! sur R et
VEERT,  q(fao)'(t) = dap, 1) (fr, (1))

)
day, 1)(p(f20(1)))
) (€(fao) () + a(fo(2))

= dezO t x
= 20(fo (1), €(fa0) () 4 2b(fao (2), al fao (£)))
= 2b(fxo(t)7 E(fmo)(t)) ||f:vo( )H
18.
On a

¢(h) = ¢(0)+dpo(h) + o([[A])
[R[—0 ~~

Toutes les normes étant équivalentes en dimension finie, on peut écrire la méme chose avec la
norme 4/q(.) a la place de |||

(h) dipo(h) + o(v/q(h))

\/q(;)ﬁo

On applique Cauchy-Schwartz au produit scalaire b :

[6(fo (1), €(fao ) (1)) < Va(fre (D) a(e(fao (1) — dpo(fuo (1))
= \/Q(fxo (t)) O(\/Q(fzto (t)))
= o(q(fa (1))
q(fzo (t))—0

On sait que y/q(.) est une norme, et elle est équivalente a ||.|| puisqu’on est en dimension finie.
Soit alors (a1, 81) € (RT*)?2 tels que

vz € R, anfjzlf <q(2)< Bufef”

soit alors & > 0 tel que

VEERT,  q(fay(t)) < & = 2[b(fao (1), €(fao)(t))] < ;&Q(fxo ®))

Alors,
1
TRAL)

28
—~
B

0(fao (1)) < &= 2b(fay (), €(fo) (1)) = | fuo DIF < —
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19.

Supposons {t € RT, ¢(fz,(t)) = a} # @. Soit alors
to = inf{t € R, q(f (1)) = o}

on aty > 0 car t — q(fg(t)) est continue et ¢(fz,(0)) = ¢(xo) < a. Toujours par continuité,

o(fo(t0)) = o et
to
0<a—ﬁﬂ0=ﬂﬁdmﬁ—ﬂm)zl a(fu) (1) dt

—BAO%mMﬂ&<O

Contradiction. On en conclut en utilisant la continuité que

vt e RT, q(fo(t) <a
=VEeRT, q(fa) (1) + Ba(fzo)(t) <O
& vte RT, (& (fxo)) (t) <0
= Vi e R,  Plq(fu)(t) < q(wo)
o vt € R+, q(fa0) (1) < e P q(x0) (1)

20.

On sait que y/¢(.) est une norme, et elle est équivalente a ||.|| puisqu’on est en dimension finie.
Soit alors (aq, £1) € (RT)? tels que

Vz e R",  ailz|f <q(z)< Bil=|f

La proposition 1 implique

o 1
Vo € B(O7 )7Vt € R+7 Hfl’o (t)H2 < eiﬁtﬂluxo‘ﬁ
V 61 aq

& Voo € B[ $)ERY, (] < /2 e PHao]
1 1

——
o C
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