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Il est clair que E, est une application linéaire de K[X| dans K[X], donc ¢’est un endomorphisme.
De plus E,0 E_, = E_, 0o E, = I montre que FE, es bijectif et (E,)™! = E_,.

J est une application linéaire de K[X|. On peut expliciter J. Soit p = > 1" ja; X" € K[X], a, # 0.

=0
n %
a; S
= X+1-X X+1yYx
> | (X1 =0 X
=0 7=0
oy § X + 1)y X1
=) —Q (X+1) )
1414
=0 7=0

Puisque J conserve le degré, (JX™),en est une famille de polynomes de degrés echelonnés, donc
une base de K[X]. Ce la montre que J est bijectif.

4.
Soit £ € N. La fonction
Rt — R
t— et
est O par morceaux et e~‘tF = o(t%) montre que la fonction est intégrable en +oc.

t—+o00

X ., ttk+1 X X ttk+1
At = |e” - dt
[ |ein] e et

Xk+1 X thrl
=e X + / et dt
0

Soit X > 0.

k+1 E+1

— 0
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En faisant tendre X — 400, on a

—+o00 ik 1
I, = R dt = I
k /0 € k:—i—lkH

montre par une récurrence immédiate que

—+o00
Vk e N, / etk dt = k!
0

On peut expliciter 'action de L sur la base cannonique

+oo
VeeK, LX"(z)= —n/ ez +t)" Tt dt
0

+oo n—1
—t n—1\,; n_1-
= — t dt
n/ e (Z ( ; > z )

0 i=0

1=0

montre que LX" = —n! 571 L X1 hyis par lindarité
q =0 4! p p

n
Lp=) aLX" €K[X]
=0

est bien un endomorphisme de K[X|. L n’est pas inversible puisque K C ker L (K désignant l’espace
vectoriel des polynémes constants).

(I 0 Eq)(P) =1(P(X +a))
= P(X +a)
:Ea(P)
= Eq(I(P))
= (EaOI)(P)

1L’expression a bien un sens pour n = 0 en prenant la convention qu'une somme sans termes vaut 0.
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Ve eR, (E,oJ)P(z)=

(Do E)(P) = D(P(X +a))
=1x P(X +a)
=P(X +a)
= Bo(P')
= Eo(D(P))
= (Eao D)(P)

(Ep o Eo)(P) = Ep(P(X +a))
=P(X+0b)+a)

P(X+a+b)

P((X +a)+b)

Eo(P(X +0))

Eq(Ey(P))

(Ea o Ey)(P)

(Epo Eq)(P) = Ep(P(X +a))
=P((X+0b)+a)
=P(X+a+b)
=P((X+4+a)+0)
= Eo(P(X +))
= Eo(Ep(P))
= (Eq 0 Ey)(P)

Eo(JP)(2)
r+a+1
/ p(t) dt

+a
z+1
/ p(u + a)du (changement de variable u =t — a)

J(P(X +a))(x)
(J o Ea)P(z)
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£

j= i=0
" /n
=3 (M)
Jj=0 J
" /n
= L) < .)Xfa“—n
=0
=L(X+a)
= L(E,X")
1, J, E, conserve le degré donc ne sont pas delta. Par contre L et D 6e sont puisque LX = —1
et DX =1.
7.

On a [ est shift invariant. Soit 7%, 15 shift invariants, A € K,
E,o ()\Tl + TQ) =AE,oT1 +FE,0 TQ)
= \T} OEa-f-TQOEa)

= (N1 +T») 0 E,

donc AT} + T5 est shift invariant.Puis:

Ea e} (T1 e} Tg) = (Ea OTl) OT2

=(ThoEy)oTy

= T1 o (Ea o TQ)

= T1 [¢] (TQ [¢] Ea)

=(TyoTy) 0 E,

et 11 o1y est shift invariant. Les endomorphismes shift invariants constituent bien une sous algébre.
Par contre les endomorphismes delta ne sont stables ni par addition, ni par composition comme
le montre

LDX =L1=0

et
(L+D)X =0

Soit degp =d € [-1,+oo]. OnaVk >d+1, DFp=0, de sorte que la somme
+o00 d
ST S
k=0 k=0

a bien un sens et définit bien un polyndéme en tant que somme (finie) de polynémes.
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Les endomorphismes shift invariants formant une algébre, et D étant shift invariant, il est direct
que

+o00 d
VP € K[X]’ (Ea o Z aka)p = (Ea o Z aka)p
k=0 k=0
d
= (Z arD¥ 0 E,)p
k=0
Donc E, o Zﬁ;’% apDF = ﬁ;’% apDF o E, et le:o?] arDF est shift invariant.

10.

Il suffit de remarquer que

Klaj = (f arDF) X*(0)
k=0
+o00

= (D_bxD*)X*(0)

k=0
= k!by,

11.

On remarque que

Posons T' = 32/2% T'qx(0) D*. On voit déja que

k
T (0) = (> Tq;(0)DIg;)(0)
§=0
= Tq1,(0) D", (0)

= T'q1(0)

Les polynomes Tqy, et Ty, coincident en 0.
De plus les g forment une base de K|[X]|; tout polynémes p € K[X| s’écrit

p=>_p*(0)g

d
=0

Cela montre que T'p et T 'p coincident en 0.
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Supposons T shift invariant. Soit x € K.
Tq(r) = Ex(Tqx)(0)

qx)(0) (T est shift invariant)

Cela montre que T'gy, et Tqi coincident, puis par linéarite, Tp = Tp, Vp € K|X], ie. T = T.
Réciproquemment, si T' = Z;ZOB Tq,.(0)D*, T est shift invariant d’aprés la question 9.

12.
soit p € K[X], de degré d. soit T1,T» deux endomorphismes shift invariants.
d d
(T1 0 To)p = () _ T1gi(0) D' 0 Y Trg;(0)DY)p
i=0 §=0
= (Z TQQj(O)D'] o Z qui(O)Dl)p
§=0 i=0

(T2 O Tl)p

car deux polyndémes de I’endomorphisme D commutent.

13.

E, est shift invariant, on peut écrire d’aprés 11:

“+oo
Ea = Z Ean(O)Dk
k=0

D’ot il vient que
Vp € K[X], p(X +a)=E.p

On retrouve la formule de Taylor.
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14.

soit ¢ un polynéme obtenu par intégration & partir de p:

d
a; ;
— X7,+1
1 Z;Hl

On a

15.

On peut s'inspirer de (1 —2)(1+x + 422 +---+2") =1 — 2" pour z € C. soit p € K[X], de
degré d.

400 +o00
(D-Do (> _D*p=(>_ D" o(D-Ip
k=0 k=0
+oo
=) DM@ -p)
k=0

d—1
= (> DMy - (> Dbp
k=0 k=0
=—p

ce qui montre que D — I est inversible et
“+o00
(D-I)"'==-> D"
k=0
L’égalité 1 s’écrit
n—1
Lg, = — Z qi
i=0

0 sin=0
L) =9 _1 -0
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Ainsi,
+o0
L=-> DF
k=1
Et on a
(D-I"'=-D+L
16.

D’aprés 11, posons T = Y ;25 ap. DF
+oo
Tp = Z akap
k=0
+oo
S
k=0
d
=St
k=0

Comme T # 0, posons n(T') = min{k € N, aj # 0}. On a alors:
d

Tp= Y app®
k=n(T)
Cela montre que le degré de Tp est celui de p(™(™) ie.:

degTp =
eap {d—n(T) si pT) £ 0 & d > n(T)

Autrement dit
degTp = max{—1,degp — n(T")}

17.
On a donc:
Tp=0<degTp=—-1
< degp < n(T)
& p € Kpax{n(1)-1,01X]
18.

(1) = (2) est immédiat.

Supposons T'1 # 0. T1 = Tq,, ce qui montre que n(T) = min{k € N, Tq(0) # 0} = 0. Ainsi
det Tp = max{—1,degp} = degp et on a (2) = (3).

SiVp € K[X]|, degTp = degp, alors (T(q;));en est une famille de polynémes de degrés echelon-
nés de K[X], donc une base et T inversible.(3) = (1).
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19.
E,oT=ToE, T 'YoE,ocT=T'oToE,
T 'oFE,0oT =E,
ST ' oFE,0ToT '=E,0oT™ !
T 'oE,=E, 0T "
20.

T est shift invariant donc 3(oy;) € KN, T = Z;ﬁ% apDF. Ainsi TX = X + oy et comme c’est
une constante non nulle, on a bien ag = 0 et ag # 0.

21.

+o0 +o0
T=> ayD* =D ;D!
k=1 k=1

—+oco
k
=D> apyD
k=0
N————
=U

or U est shift invariant d’aprés 11, et inversible d’aprés 18 car T1 = a3 # 0. Ce qui démontre
I'existence.

SiU = Z::O?) arDF vérifie T = D o U , alors nécessairement &y = a1 vu l'unicité de ’écriture
de la question 11. L’unicité est prouvée.

Danslecas T=D,U =1Tetdanslecas T =L, U = (D —1I)"%,

22.
d’aprés 16 et 20, n(T) =1 et degTp = degp — 1 si p # 0.

pekerT < degTp=—1
& pe Ko[X] =K

Sip # 0, Pégalité Tp = Ap n’est possible pour des raisons de degré que si A = 0. donc sp(T') = {0}.

23.

T, est une application linéaire de K, [X] dans K,,_1[X| C K,,[X], donc il s’agit bien d’un endo-
morphisme.

T n’est pas nul si n > 1 car TX # 0, donc n’est pas diagonalisable car le seul endomorphisme
diagonalisable dont la seule valeur propre est 0 est I’endomorphisme nul.

Par ailleurs la restriction de T a Ko[X| et nulle, donc diagonalisable.
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24.

Sin > 1, on sait déja que Im(7},) C K,,—1|X]|. Puis comme dim(ker7},) = dimKy[X] = 1, le
théoréme du rang nous dit que dim(Im(7;,)) = dim(K,[X]) — dim(ker 7},) = n = dim(K,,_1[X]) et
donc on a l'égalité Im(7},) = K,,—1[X].

+o0
Im(7) = | J Im(T,)
n=0

+o0
= |J Kna[X]
n=1
= K[X]
et T est surjective.
25.
Soit n € N*. Supposons l'existence et l'unicité de qg,q1,...,qn—1 vérifiant les conditions de
I’énoncé.

Q@ étant surjective, d’aprés 24, il existe ¢, € K|X] tel que Q¢, = ¢n—1. De plus d’aprés 22,
degqn, = deggn—1+1=n—1+1=n. On peut choisir le coeffcient constant de g, nul, quitte a
remplacer ¢, par ¢, — ¢,(0), car ker Q = K.

Soit maintenant ¢, un autre polyndéme de degré n, de coefficient constant nul, vérifiant Qg, =
Gn—1. Alors

Q(Qn_q~n) =0 qn —qn EkerQ
< qn — q~n S KO[X]
S qn =0  (car ¢,(0) = §n(0) = 0)

Ce qui démontre 'unicité.
On a bien démontré par récurrence 'existence et 'unicité d’une suite de polynémes (gn)nen
vérifiant:

i qo = 1

ii Vne N, ¢,(0)=0
iii Vn e N, degg, =n
v Vn e N*,  Qqn = gn—1

26.
1 n
tn(z +y) = (2 +y)
n k —k
IR A
n! k! (n —k)!

= q(@)gn-k(y)



CONCOURS CENTRALE SUPELEC 2023 MATHEMATIQUES 1 - MP 11

27.

On peut déja remarquer que comme Vn € N, degq, = n, (g,) est une base de K[X]|. Soit
a € K, un nombre arbitraire. Soit ¢ l'unique endomorphisme de K|[X] défini par son action sur
cette base:

Vn e N*, Qg = qn_1
Q(q) =Q(1) =«

(Q 0 Ea)‘]n Q(Qn(X + Cl))

=0 ZQk )an—k(a
= Zan )Qqk(X)

QQO+an k(@) Qay(X)

k=1

= *Oé + ZQn k(a)gr—1(X)
a”
= et ZQn—l—k(a)Qk(X)
k=0
" n—1
= ot > tn-1-k(a)gr(X)
k=0

an

= —a+ gn-1(X +a)
n!
an

= EO‘ + (Qan)(X +a)

n

a
= o + (Ea 0 Q)qn
n:

Cela montre clairement que

@ est shift invariant < Va e K Vne N, (E,0Q)g, = (Qo E,)qn
Sa=0

On a montré I'existence et 'unicité d’un endomorphisme shift invariant () qui a pour suite associée
(qn)- De plus cet endomorphisme est delta car

1
Qu=0Q(a X+b=aQX+bQl =aQX = QX =~ cK*
#0 il a

28.

(o, q1,- - -, qn) est une famille de n + 1 = dim K,,[X| polynomes de degrés échelonnés, donc une
base.
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29.

La matrice de @, dans la base (go,q1,-..,qn) est

0 1 0 ... 0T
0 0 1 0
P=10 0 O
R |
0o 0 ... 0 0l

Tr P = det P = 0, et le polyndéme caractéristique vaut:

-X 1 0 0
0 -X 1 0
X(X)=1]0 0o -X . taille n + 1

. . . o

0 0 0 —-X
-X 1 0

=-X O X taille n

S |

0 ... 0 =X

— (_1)n+1Xn+1

ol on a réitéré un développement suivant la premiére colonne.

30.
n—1
VYneN*, Dg,=n
n!
Xn—l
T -1
= (qn-1
31.

VneN (B1—Dgp=q(X+1)—q,
(X+DX...(X-n+2) X..(X-n+2)(X-n+1)

n! n!
X...(X-n+2
(X1 X 4yl : n+2)
mn.
X..X=-(n-1)+1)

n!
X (X—=(n-1)+1)
(n—1)!

= dn—1
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32.
Il est naturel d’écrire p dams la base des ¢;. Posons p = ag + a1q1 + - - - + anq,. Alors, Vk < n:

Qp=a1+aq + -+ anGn-1
Q’p=as +azqi + - + angn_2

Qp = ay, + ap1q1 + -+ angn i

De plus , Vk > n, on a Q¥p = 0. On montré que 1’écriture proposée a bien un sens et

+00
p=>Y_Qp(0)q
k=0

33.

C’est un copier-coller de la question 11, en remplacant D par @, et la base des % par la base
des ¢; associée a Q:
On remarque que

1 sij—k
k
(0) =
@4;(0) {0 sij#k

Posons T' = >/ 2° Tqx(0)Q*. On voit déja que
k
T (0) = (> Tq;(0)DIg;)(0)
=0

= Tqx(0) D" g1 (0)
= T'q1(0)

Les polynémes T'q;, et qu coincident en 0.
De plus les g forment une base de K|[X]|; tout polynémes p € K[X| s’écrit

d
p=>_ p"0)q
k=0

Cela montre que T'p et Tp coincident en 0.
Supposons T shift invariant. Soit x € K.

Tqi(v) = E.(Tqx)(0)

qx)(0) (T est shift invariant)



14 CONCOURS CENTRALE SUPELEC 2023 MATHEMATIQUES 1 - MP

Cela montre que T'q;, et Tqy coincident, puis par linéarite, Tp = Tp, Vp € K|X], i.e. T =T.
Réciproquemment, si T = Zkz’% Tqr(0)D*, T est shift invariant d’aprés la question 9.

34.
On prend donc @ = E7 — 1, de sorte que

X .. (X=n+2)(X—-n+1)
n!

dn =

On a:

Dq;.(0) = coeff. de X dans gy
1 _
= (D)
(-1t
k

On décompose 'opérateur de dérivation:

On a
Qp=p(X+1)—p
Qp=p(X+2)—p(X+1)— (p(X +1)—p)
=p(X+2)—2p(X+1)+p

Q= [p(X +3) = 2p(X +2) + p(X +1)] — [(p(X +2) — 2p(X + 1) + p]
=p(X+3)—3p(X+2)+3p(X+1)—p

Soit p=ag + a1q1 + -+ + anqn, an # 0. Il est direct que

Vi >n=degp, Q'p=0

Montrons que Vk € [0,n], QFp= Z?ZO(—l)k*j (];)p(X + 7).
Déja, Q°p = Ip = p. Soit k > 0 tel que Q*p = 37_(=1)* 7 (%) p(X +j)
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Alors,
Q" 1p = QQ*p
" k i k
N (L) 1) = S (21)kd X
> <>p<X+y+1> > <j)p< )
k+1

p'=Dp
—+oco _
_ (1)t
_Z k Q
k=0

I
=
M-
T
e’
=
L
E
T
—_
S—
ol
d
A~
=
=8
<
+
<o
3

0 7=0
d k
y =3 o0 (Hpeced)
k=0" j=0

35.

D(Xp)=DXp+ XDp
=p+XDp

Montrons par récurrence sur n, la propriété:

+oo oo
VT = apD" VpeK,[X|, Tp=> karD"'p
k=0 k=1
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C’est direct pour n = 0:

T(X1) =a; +apX
=1x alDO(l) -+ Xao
=1xa;D°(1) + XT(1)

Supposons la propriété vraie pour un certain d — 1 < 0. Soit p € Ky X].

+o00
T(XP) =) _axD*(Xp)

k=0
d+1
=> a,D"(Xp)
k=0
d+1
=apXp+ Z arDF1D(Xp)
k=1
d+1
=aoXp+ Y apD"'(p+ X Dp)
k=1
d+1 d+1
=Y @ D" 'p+aoXp+ Y D1 (X Dp) (2)
k=1 k=1

On peut maintenant apphquer I'hypothése de récurrence au polynéme Dp € Ky _1|X] et a
I'endomorphisme T7 = » ;= 1aka L

d+1 d+1 d+1
S~ ap DY (X Dp) = 3 (k — 1)ax D" 2(Dp) + X Y ax DM (Dp)
k=1 k=2 k=1
d+1
=3k~ DaD*p+ XzakD’“ '(Dp)
k=2 k 1
d+1
SIEIITEER o
k=1 k=1

On revient a I’équation 2:

d+1 d+1
T(X Zaka 1p+a0Xp—|—Z — 1)a,D*~ 1p+XZaka
k=1 k=1 k=1
d+1
= Zk‘aka Ly + XZaka
k=1 k=0

+o0o
= Z kapD*'p+ XTp
k=1

36.

Direct d’aprés ’équivalence de 11 et la question 35.
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37.
Puisque T est shift invariant, 7" I'est d’aprés ce qui précéde. puis

Th=1xa #0 (d’apres 20)

montre que 7" est inversible d’apreés 18.

38.
Soit p € K| X].
(80T =S oT')p = S(XTp) — XS(Ip) + (S(T(Xp)) — S(XTp))
=—-X5(Tp) + (S(T(Xp))
= (SoT)p
39.
Q' =(Dov)
= %OU +DolU
=U+DoU’
donc,

(Q oU ™ HX"=U"X"+DU'U " 1X"

Or on sait que D commutent avec les endomorphismes shift invariants U’ et U1,
(Q/ o U—n—l)Xn — g nx" + U/U—n—lDXn
— Uann + nUIUfnlenfl

Par ailleurs, d’aprés la question précédente, par une récurrence imédiate,

(Un)/ _ nU/Un—l

puis:
(UhoU™) =1
= UroU™ =TI
SUUT+UNUTY =
& U = -UTuny U
ainsi:

(U—n)/ — _nU—nU/Un—lU—n
(U—n)/ _ _nU/U—n—l

car les endomorphismes shift invariants commutent.

17
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On reprend le calcul de 3, et on applique de nouveau la définition de la dérivation de Pincherle:

(Ql o Ufnfl)Xn _ Uann + nU/Ufnlenfl
=U"X"—(UTyx"!
— Uann o (Uananl o XUannfl)
_ U—an o U—an + XU—an—l
=Xu—x!

40.

On voit que

QQ/U—n—lX'rL — DUQ/U—n—an
_ QIUU—n—lDXn
QQ/U—n—an — nQ/U—an—l
1 Irr—nm—1 1 IrT— -1
~Q0 )= o
—_—

qn

On a donc Vn € N*, QG = Gn—1, puis on vérifie aisément que ¥n € N*,  §,(0) = 0, et aussi
Go=QU™"
1
— Q/QiX
= QlXQ/l
- ax
=1

Par unicite de la suite associée,

In = qn
_ 1 IrrT—n—1 yn
= EQ U X

On a donc bien

nlg, = XU X" !

qu’on peut écrire encore:

_
(n—1)!
_ 1 —n yn—l1
N X(n— 1)!U X

= X(Ql)_IQn—l

ngn, = X gnxnt
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41.
On a vu en 21 que L = D(D — I)~!. Comme deux endomorphismes shift invariants commutent
onaaussi L= (D—1I)"'D <« (D—1I)L=D. En appliquant & [,, on obtient:
(D —1)Ll, = Dl, < (D —1D)lp—1 =1,
Sl 1=l =1,

On peut prendre la dérivé de Pincherle pour avoir:

(D-NL=D= (D—I)L+(D—-1)L' =D
=T

sL+D-NL =1
sL=(D-0)"YI-1L)

eI =—(D-1)"2 d’apres 15
eI '=—-(D-1)7?

On applique le résultat de 40:

nlp = XL' ',
@nln = X( ;7{—1 — 2[;1_1 + ln_l)
Snlp =Xy =l +lny —I'n—1)
snl, = X(l;{ — l;l)

On va montrer:

n n— k
VneN', I(X)= Z(‘l)k(k - 1) %

k=1

On sait que L(—X) = 1 = Iy, donc [; = —X et la propriété est vraie au rang 1. Supposons la
propriété vraie pour l'entier n — 1 > 1.

B o
=Sy <n21>()2; _;(_1)1@(7;:1))]?

-1 +nz:1(—1)k+1(<n ; 1> + <Z_ i))()g' _ (_1)n%
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Sachant que 1,,(0) = 0, on peut intégrer pour obtenir:

Xk—l—l

lnzﬁi“iﬁH(ZMk+n!

k=0

qui permet de conclure.

42.

La suite (g,) étant une base de K[X], on sait qu’il existe un unique endomorphisme vérifiant

n

X
vneN, Tq,=—
n!

D’autre part celui ci est inversible puisqu’il transforme une base en une base.

43.

XTL
VneN (ToQ oTﬁl)F =(ToQ)gn
=Tqn-1
Xn—l
(n—1)!
Xn

n!

On vérifie aussi d’aprés 22 que
(T o QOT_1)1 =(ToQ)1
=0
= D1

Donc les endomorphisme D et T o Q o T~! coincident sur une base, i.e. ils sont égaux.

44.

W est une application linéaire de K|[X| dans lui-méme, qui conserve le degré donc il n’y pas de
difficulté & montrer que c’est une bijection.
d’ailleurs, on a

W K[X] — K[X]
1
=X
pHMa)
45.
P=WoLoW™!

=WoDo(D-I)"tow!
=WoDo(Wo(D-1I)"
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On remarque que:
WDX" =nWX" !
— nan—an—l

1
= —-DWX"
o

et donc WD = L DW, puis

1 1
P=-DoWo((=D—-I)W)!
[0 (67

1

~powa wY=D-1n7"!
(6% (6%
P=1po (lD -

« «

46.
P est shift invariant car les endomorphismes shit invariants forment une algébre, puis
PX =WLW™'X
= WLlX
e

~lwix
«
1
- ——w1

(%

1
=-——ecK*
«

montre que P est delta.
puis I’égalité pour n € N*|
Pp, = WLW ', (aX)
=WLIL,(X)
=Wi,—1(X)
= lp—1(aX)
Ppn = pn—1

ainsi que les autres vérifications triviales, ajoutées a 'unicité montrent que la suite de polynémes
associées a P est bien p, = I, (aX).

47.
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puis
P LL-DTe(LL-D" =D
= éL ° [(éL(L -0t =0 -nrt
= lLO(lL—L—FI)_l
=Lo(L—aL+al)™?
48.

D’aprés 43, on a D = TLT~'. donc:

Q=TPT!
=TL(L —aL+al) 77!
=TLT'T(L — aL +ol)~'T7!
= D|T(L — aL + al)T71]™1
=D[1—-a)TLT' +aI|™
=D((1—a)D+al)!

QQ est shift invariant, puis @) est delta car

QX =TPT'X
= _TPX
1
=T—

(%

1
=—eck"

(%

Soit n € N*.

(1 —=a)D +al)Qr, = Dry,
S((1—-a)D+al)rp_ =7,

n
s(l-a)y, | +arp1=r1)

On va montrer par récurrence:
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On a vu que r;1 = aX et la propriété est vraie au rang 1. Supposons que la propriété est vraie
pour un certain entier n — 1 > 1.

R (1o o (D

k=1
n—2 n—1
n—2 n__Xk n—2 . ¢
_(l—a)z< k >04k+1(1—04) 2 km+az<k_1>ak(l—a) 1 kﬁ
k=0 k=1
n—2
_ n—=2\ rq1 ) -k X" oF nflkak
= ( L )oz (1— Z (1—a) TR
k=0 =1
n—2
n—2 n—2 X* xn-1
—_ 1— n—1 k+1 1— n—1—-k<* n
a(l—a) —i-;[( i >+<k_1>}a (1-a) k!+a(n—1)!
n—1
_ n—1\ n—l—k X
_Z< i )a (1—a) o
k=0

n—1
B n—1\ i no1p XM
7“”_Z< k )O‘ (1-a) (k+ 1)

k=0
= (n—-1\ 4 oo XF
T”Z<k—1>a(1_a) W

qui est bien la formule que 'on voulait obtenir.

49.

Il est clair que r, = T'p,, car
QTp, = TPT 'Tp,
=TPp,
=Tpp-1

Il ne reste plus qu’a appliquer 7' & la formule de la question précédente:
n

—1
Yn e N*,  [,(aX) = Z <Z B 1>0¢k(1 — )"k,

k=1
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